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В монографии даются и исследуются аксиома- 
тические определения понятий чистоты, кручения и 
полиоты (делимости), играющих важную роль 
в теории абелевых групп. В последнее время в 
литературе появились различиые обобщения этих 
поиятий на модули. Почти все эти обобщения 
укладываются в предлагаемую в монографии 
схему. Цель монографии — подытожить успехи в 
этой‘ области и создать «трамплин» для дальией- 
ших исследований. В изложении широко исполь- 
зуются методы гомологической алгебры. 

Монография представляет иитерес для иауч- 
иых работников. аспирантов и студеитов, спецнали- 
зирующихся в области алгебры.
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ПРЕДИСЛОВИЕ 

Общеизвестна та важная роль, которую играют 
в теории абелевых групп понятия чистоты (сервант- 
ности), кручения и полноты (делимости). В связи 
с развитием в последнее десятилетие теории моду- 
лей предпринимались многочисленные попытки при- 
способить к ней эти понятия. Да и в самой теории 
абелевых групп известны различные обобщения клас- 
сического понятия чистоты. В настоящей моногра- 
фии предлагается аксиоматический подход к опре- 
делению указанных трех понятий. Эти определения 
охватывают почти все их обобщения, встречавшиеся 
в литературе. Среди исключений отметим определе- 
ния делимости, предложенные Хаттори и Леви. 
Однако и для них находится место в общей схеме. 
В случае абелевых групп аксиоматически описанные 
кручение и делимость превращаются в весьма есте- 
ственные обобщения классических понятий. Положе- 
ние с чистотой несколько хуже, ибо найти описание 
всех чистот в случае абелевых групп пока не уда- 
лось. В связи с кручением излагаются основные во- 
просы теории радикала в модулях. 

В монографии широко используются понятия, 
методы и результаты гомологической алгебры. В част- 
ности, предполагается знакомство читателя с функ- 
торами Нош, ®, Ext u Tor, a также умение вести 
«‹диаграммный поиск». Те из относящихся сюда ре- 
зультатов, которые можно найти в книгах Картана 
и Эйленберга [6] или Маклейна [г], используются 
со ссылкой на эти книги. Отсутствующие в них све- 
дения изложены во вспомогательном параграфе на- 
стоящей монографии. В отдельных случаях в основном 
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изложении допущены ссылки на другие источники. 
Во-первых, за определением сложения в группе Ext 
читатель отсылается к книге Хилтона и Уайли [ж], 
так как определение из книги Маклейна (разумеется, 
эквивалентное рассматриваемому) не совсем приспо- 
соблено к принятому в монографии изложению '). Во- 
вторых, предлагается ознакомиться с понятием пря- 
мого спектра по книге Стинрода и Эйленберга [е]. 
В-третьих, читатель отсылается к журнальным 
статьям [5] или [31] в связи с рассмотрением обоб- 
щенных колец частных. Наконец, при изложении 
одного примера допускается ссылка на статью [131]. 
Помимо результатов, включенных в основное изло- 
жение, приводятся без доказательства многочислен- 
ные факты из теории групл или из теории модулей 
над специальными классами колец, которые можно 
надеяться перенести в общую теорию. Приведенную 
в конце библиографию мы старались сделать по воз- 
можности полной, однако факты из теории групп, 
имеющиеся в книгах Куроша [в] и Фукса [и], как 
правило, приводятся без ссылок на оригинальные 
статьи. В тексте мы неоднократно обращаем внима- 
ние читателя на нерешенные вопросы. Все эти во- 
просы собраны в конце монографии в виде списка 
проблем. Некоторые результаты, ставшие извест- 
ными авторам к моменту чтения корректур, отра- 
жены в добавлении на стр. 131. 
  

1) См. также [222], стр. 90—96.



ВСПОМОГАТЕЛЬНЫЕ РЕЗУЛЬТАТЫ 

В этом параграфе собраны необходимые для 
дальнейшего результаты, доказательства которых 
отсутствуют в упоминаемых во введении моногра- 
фиях. Кроме того, приводятся постоянно употребляе- 
мые обозначения. 

На протяжении всей этой книги, если не огово- 
рено противное, все рассматриваемые кольца пред- 
полагаются ассоциативными кольцами с единицей, 
все рассматриваемые модули — левыми и унитар- 
ными, а все. рассматриваемые группы — абелевыми. 
Основное кольцо, как правило, обозначается через Л. 
Символ е) означает тождественный автоморфизм 
модуля А. Произведение гомоморфизмов }: А-В 
ис: В—>С обозначается через }г. Если В— А-модуль, 
А и Ж-—его подмодуль и подмножество соответ- 
ственно, то полагаем 

(A: M)a{A|AGA, AxGA для всех x © Vi}. 

Заметим, что (А: 3%) — левый идеал кольца Л. Если 
В-—А-модуль, А—его подмодуль и [— левый идеал 
кольца Л, то полагаем 

(A: D={b|beEB, = А}. 

Кроме того, используем обозначение 

г (А) = {|5 ЕЛ, №=0}. 

Как само кольцо целых чисел, так и его аддитив- 
ную группу будем обозначать символом &. Сумма 

модулей обозначается через A+B un № Аа. Для 
прямой суммы используются обозначения А--В 
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и У А а для полной прямой суммы (прямого произ- 

ведения) — А-В и »"Аа. Под категорией А-моду- 
лей ‘везде понимается категория всех Л-модулей. 

Пусть 5 -— категория Л-модулей. Модуль QES 
назовем инзективным относительно гомоморфизма 
{: ДВ, если всякая диаграмма 

А-В 

Q 
может быть дополнена до коммутативной некоторым 
гомоморфизмом fk: В —> О. Если © и 5 — некоторые 
классы гомоморфизмов и объектов категории 8’ соот- 
ветственно, то обозначим через Ф(©) класс всех 
А-модулей, инъективных относительно всех гомомор- 
физмов из класса ©, а через (5) — класс всех 
гомоморфизмов, относительно которых инъективны 
все модули класса 8. 

Гомоморфизм ф: А—>В, где А, В- А-модули, 
назовем ретракцией, если фф=е) для некоторого 
$: 8 —А. При этом будем говорить, что А -— ретракт 
в В. 

(0.1) Для любого класса гомоморфизмов © и лю- 
бого класса А-модулей 33 имеет место 

а). У\"О.еЕФ(©) тогда и только тогда, когд 
О‹ЕФ ($) для всех а; 

6) всякая ретракция лежит в классе Ч (53); 
в) если |, в=Ч (52), ro fg = ¥ (Q); 
г) если {5 = ¥(Q), то = Ч (53); 
д) если {се (5) и } — эпиморфизм, ro ge (9); 
е) если S82 — совокупность всех ретрактов всех мо- 

дулей класса ®, то 9 (3) = Ч (Я). 
+ 

Для доказательства свойства а) положим @ = > Qa 
и обозначим через & и ль естественные вложения (о 
в О и проекции @ на О. соответственно. Если 
О еФ (©) и дана диаграмма 

А-В 

°| 
у 

Qa 9 
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где }=©, то фк ={ для подходящего #: В-> 0. 
Отсюда ф= $ (ила) = (а), т. е. О‹ ЕФ ($). Наобо- 
рот, из того, что ОзеЕФХ (©) для всех а, и из нали- 
чия диаграммы 

А-В 

* (+) 
у 
Q 

вытекает существование таких  гомоморфизмов 
Ng : В — О, что фи = йа. Отсюда, в силу определения 
полной прямой суммы, вытекает, что ф= {В для под- 
ходящего гомоморфизма A: В 0. 

Пусть теперь {— ретракция, Ое®Ю и дана диа- 
грамма (*). Тогда ф=е.ф=}(йф) для некоторого 
#й: В->А. А это и означает, что } = 

Ecau f: A>B, g: BC, f, geW(Q) ua: AQ, 
ree Qe, TO для подходящих гомоморфизмов 
h,:B—>Q и №: С> О получаем равенства go=fh,= 
=i gin) = (fg) ho. 

Бели f: A>B, g: BoC, fgeV¥ (2), QE u 
ф: А—> О, то ф= (2) й=| (ей), где й: C>Q. Ecnu xe 
f  omumopduam и : B->Q, TO u3 paBeHcTBa fyp= 
=(fg)h’=f(gh’) при некотором #й’ С —> О вытекает, 
что p= gh’. 

Допустим, далее, что {=\/(®), и рассмотрим 
диаграмму 

- A+B 

т. 
где О=®. Найдется такая ретракция {: ОК, что 
К«=Я. Тогда ф={!, где й: ВК, и существует 
гомоморфизм л: К -> ©, для которого {я = eg. Поэтому 
gy = gix (м), т. е. }=\Ч (5). Таким образом, 
У (®) = >). Обратное включение очевидно. 

Пусть © и 3 — некоторые классы гомоморфизмов 
и модулей из ©’ соответственно. Пара 3 = ($, ) 
называется инзективной структурой, если 

С!. Х=Ф (©). 
С2. $ =\ (5). 
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С3. Для всякого Л-модуля А найдутся модуль 
@ из ® и гомоморфизм }: Д-> О, принадлежащий ©. 

Модули из Х> будем называть З-инзективными. 
Если инъективная структура 3 = (©, 5) такова, что | 
и @, указанные в СЗ, всегда могут быть выбраны 
так, что Ип} плотен в О'), то эта инъективная струк- 
тура называется плотной. Инъективная структура 
$ == (©, ©) называется полной, если класс & замк- 
нут относительно эпиморфных образов, и моноинзек- 
тивной, если класс © состоит из мономорфизмов. 
Разумеется, инъективные модули 3-инъективны для 
всякой моноинъективной структуры. 

Имеет смысл рассматривать понятие, двойствен- 
ное понятию инъективной структуры. Однако в даль- 
нейшем будет использоваться только следующее 
определение: модуль Р называется копроективным 
относительно мономорфизма |: А-В, если всякая 
диаграмма 

Р 

0—Д-+>В—>С-—0 

с точной строкой может быть дополнена до комму- 
тативной некоторым гомоморфизмом й: РВ. 

(0.2) Пусть Ж-— класс А-модулей, S=V(N) u 
> — совокупность всех ретрактов модулей из ЗЭ. 
Если для пары (©, }) выполнено условие СЗ, то 
% = (©, >) — инзективная структура. 

В самом деле, справедливость свойств С2 и СЗ 
сразу следует из предложения (0.1е). Далее, имеем 
соотношения ® = ФФУ (Э) =Ф (©). Если АеЕФ(©), то 
для гомоморфизма g: AN, roe фе ©, Ме), най- 
дется такой гомоморфизм #: М-> А, что gph=e,. Cae- 
довательно, ф — ретракция, а значит, модуль А =&. 

Радикальным фильтром кольца Л называется 
система & левых идеалов* кольца Л, обладающая 
следующими свойствами: 

Gl. Econ J@@ u SJ, roe Г — левый идеал 
Kombua A, To Je&®, 
ao   

:) Будем говорить, что модуль А плотно вложен в модуль В, 
если А=Ви АПС 520 для всякого иенулевого подмодуля С 
модуля В. 
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@2. Если [е=©’, то для любого AGA левый идеал 
(Г:Л) также принадлежит г. 

03. Если [<=7Т, где [— левый идеал кольца А, 
Jef wu идеал (1:&)е= для любого Ее=У, то lee, 

(0.3) Если 6’ — радикальный фильтр u I, Je®, 
то [ПТ=2. 

Действительно, рассмотрим левый идеал (ГПУ: Е), 
где &=/. Если элемент А=(1:&), то АЕ ГПУ, т.е. 
имеет место включение ([:&)<=(1ПТ: Е). Из свойств 
СЗ и С! вытекает, что (117: &Е@?, и остается только 
применить СЗ. 

(0.4) Пусть & — радикальный фильтр кольца A u 
$ — множество естественных вложений идеалов си- 
стемы ® в кольцо А. Пусть ©. — совокупность всех 
мономорфизмов }: А-В, для каждого из которых 
существует такой эпиморфизм & : В —> С, что 6 — моно- 
морфизм и (ше: се для всех сеЕЕС, и пусть 
%.=Ф (4). Тогда 3+ = (Фз, 3.) — плотная моноинз- 
ективная структура. 

Доказательство расчленим на несколько этапов. 
Условимся писать АВ, еспи А=Ви (А: Ь) Е для 
всех DEB. 

(а) Если АЧВ и ВС, то АЗС. 
Действительно, пусть сеС. Положим 1[=(А:с) 

и /=(В:с). Ясно, что [= е=@. Пусть, далее, Е=У 
и ЛЕ(А: Ес). Тогда (Е) с =лЛ(Ес)Е А, т.е. ЛлеЕ(Г: #). 
Таким образом, (А : Ес) = (Г: Е). Но ЕсеВ, и из свойств 
С[1и ОЗ вытекает, что [Е @. Следовательно, АЧС. 

`(6) Всякий А-модуль А может быть плотно вло- 
жен в Л-модуль ОеЗз так, что АЧО. 

Для доказательства возьмем инъективную 06бо- 

лочку ДА модуля А ([!], стр. 138) и рассмотрим мно- 
жество &# ={(Х| АЧХ = 4}. Используя лемму Куратов- 
ского — Цорна, нетрудно убедиться, что % содержит 
максимальный элемент (©. Пусть теперь [еб и 
ф: /[->О. Ввиду инъективности модуля А найдется 

такой элемент сеД, что Е<ф=ёс для всех Ё=/ 

([6], стр. 24, теорема 3.92). Положим О=О+ Ас. 
Если хеЕО, то х=а+Ас, где ае=О, АеЛ. Если 
це (Г: А), то 

их = ра - (А) с =в9 + (А) фе=Ч. 
13



Таким образом, (Г: А) = (О : х). Применяя свойства G2 
u Gl, убеждаемся, что (@:х)е. Отсюда 939 и, 
в силу утверждения (а), О=Х. Так как © макси- 
мален, приходим к выводу, что се ©. Поэтому гомо- 
морфизм ф: Л- О, определяемый равенством Еф = Ес, 
продолжает ф, и, следовательно, ОЕ. 

(в) Если АЧВ, # А-—В- естественное вложе- 
ние и ОЕ, то модуль О инзективен относительно 
мономорфизма i, 

В самом деле, пусть ф: А->О. Повторяя изве- 
стные рассуждения Картана и Эйленберга (([6], 
стр. 24), находим такой подмодуль О модуля В, что 
Ая=р и существует гомоморфизм ф: Р-> 0, продол- 
жающий ф, который уже нельзя распространить на 
больший подмодуль. Если сеВ \ О, то рассмотрим 

подмодуль D=D-+Ac. Положим [= (р: с). Так как 
идеал / содержит (А: с), то ввиду свойства С] он 
принадлежит &. Определим гомоморфизм 0: 1-0, 
положив Ё9 = (Ес)ф. Поскольку модуль @ Е, этот 
гомоморфизм можно продолжить до гомоморфизма 
о: Л—>0О. Пусть 9=1ю. Если хер и AGA, то 
положим 

(x + Ac) = xb + Ag. 

Если х+№=у-+ ис, где уер, цеЕЛ, то A—pel. 
Поэтому 

xap— yr = и =@-Ло=(@-л^)4. 
Таким образом, ф —гомоморфизм модуля О в О, 
продолжающий ф. Это, однако, противоречит выбору 1$. 
Значит, О-=В и, следовательно, модуль О инъекти- 
вен относительно мономорфизма i. 

(r) D(Sy) = Dg. 
Действительно, из свойства (2 сразу следует, что 

% <= ©. Поэтому, применив предложение (в) к моно- 
морфизму [с, легко вывести следующие соотношения: 

Dy =| O (Sy) = O (I) = Deg. 

(д) F (Dg) = Sg. 
В самом деле, утверждение (г) дает 

<, = VO (Sy) = VW (Dg). 
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Если } = (Dy) u |; А->В, то, согласно предложе- 
нию (6), получаем АО, где О=З.х. Тогда найдется 
такой гомоморфизм 2: В > О, что fg =i, rae i—ecte- 
ственное вложение модуля А в @. Положив С = Ипв, 
убедимся, uTo f S Sz. 

(е) 3 = (©%, 34) — плотная моноинзективная стрик- 
тура. 

Действительно, вложение, указанное в (6), плотно 
и удовлетворяет требованиям свойства СЗ. Справед- 
ливость свойств С1] и С2 вытекает из утверждений 
(г) и (д). 

Для построения радикальных фильтров полезно 
предложение 

(0.5) Система левых идеалов 

Ф={1| Мое Л \ Г Зсел \ (1:5), (Г: ор) плотен в Л} 

является радикальным фильтром. 
В самом деле, пусть /[=, [=/7 и р6-ЕУ. Если 

идеал (7:0) плотен в Л, то все доказано. В против- 
ном случае ЛЁГ (7:6)=0 для некоторого & 520. Ко- 
нечно, f9¢@/. Следовательно, существует такое 
ое (1: 20); что идеал (1:00) плотен в Л. Но 
(Г: 080) = (7: (о) ©). Отсюда вытекает, что идеал 
(7: (0Ё)0) плотен в Л, причем оЁе(Т:5), так как 
ЛЕГ (1:0) =0 и 006 Г. Если [=6’, деЛ ире (1:1), 
то pI. Поэтому (Г:офА) плотен в Л для некото- 
рого о (Г :0^). Остается заметить, что ((Г: А): 0) = 
—=(7: ол) и ((Г:^А): ор) = (Г: 06^). Пусть, наконец, 
IsJeé, U:theF для всех Ё=У и р62Г. Если 
о=У, то, поскольку 19(1:6)<=Ф, получаем, что 
левый идеал ((1:0):60) плотен в Л для некоторого 
o &((J: 9): 1)=(/: 9). Ho (7: op) =((7: 9): св), и, следо- 
вательно, идеал (:00) плотен в Л. Если же ов У, 
то найдем оеё(7:0), для которого (7:00) плотен в Л. 
Бсли (1:0) =(1:00), то все доказано. В противном 
случае для = (7:00) \ (Г: 06) имеем пор == J \ J. Takum 
образом, 1 6= (1: 106). Поэтому ( (Г: оо) : Е) плотен в A 
для некоторого Ё6> (1: 106). Значит, левый идеал 
(J: (Eno) 9) плотен в Л и 10 62 (Г: 0), что и требовалось. 

Радикальные фильтры можно строить и © помо- 
щью следующего результата: 

(0.6) Пусть Э-— мультипликативно замкнутая си- 
стема двусторонних идеалов кольца Л, конечно- 
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порожденных как левые Л-модули. Тогда множество # 
всех левых идеалов кольца А, каждый из которых 
содержит некоторый идеал из Ъ, является радикаль- 
ным фильтром. 

Действительно, выполнение @| очевидно. Если 
[=, то найдется такой идеал Н <=®, что Не[. 
Но тогда для всякого Ае=А и цеН получим тАе 
=Н <=. Таким образом, Н = (1:^А) и, следовательно, 
(1: =. Пусть [=7еФ,, (1:67 для всех &=/] 

т 

и Н— идеал из ©, лежащий в 7. Но Н= >; An. 
t=] 

По условию, существуют такие идеалы Н:=®© 
(1=1,2,... т), что Ну = (Г :1,). Идеал Ни, =Н\...НвН 

т 

принадлежит 9. Если $ =Н, то & = У Алу. Поскольку 
i=] 

при $ =Н;(1=1,2,..., т) элемент 0, ... S.A; MEKUT 
в идеале Н;, то элементы &1...бьАйу, а следова- 
тельно, и 5102... 25ё принадлежат идеалу Г. Таким 
образом, Ни <=, т. е. [=г. 

Из наличия изоморфизма Л®лА=А ([6], стр. 40; 
[Г], стр. 184) и перестановочности функтора ® с пря- 
мой суммой ([6], стр. 129, предложение 9.2) вытекает 
предложение 

(0.7) Бсли З-— база свободного правого А-мо- 
дуля ЕЁ, Хх, .... ие, А-— левый А-модуль, а А 

т 

и Ух ®а,=0, то а, =0 для всех i. 
1=1 
Назовем подинзективными модулями фактор- 

модули инъективных модулей: 
(0.8) Модуль А является подинзективным тогда 

и только тогда, когда он инъзективен относительно 
вложений свободных модулей '), 

В самом деле, если модуль А инъективен относи- 
тельно вложений свободных модулей ил: Е>А— 
эпиморфизм, где Р— свободный модуль, то А — эпи- 

морфный образ инъективной оболочки Е модуля Р. 
Наоборот, если модуль А подинъективен, существует 
эпиморфизм 2: О—>Д, где @- инъективный модуль. 
Пусть Р — свободный модуль, |: Е-> В— мономорфизм 
  

') Из доказательства этого предложения видно, что в его 
формулировке свободные модули можно заменить на проективные. 
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и ф: Р->Д. Тогда ф=ф’с, ибо Е проективен, и 
ф’=й р’, ибо О инъективен. Положив 1 =\’с, получим 

равенства фр=йЕ =Фф’е=ф. 
(0.9) Если Е свободный, а Е/К — плоский" А-мо- 

дули и Х,..., ХвЕК, то существует такой гомо- 
морфизм 0: ЕК, что х!9 =х,; для всех 1. 

Доказательство будем вести по индукции. Пусть 

т=]и m= и» где {и} — база модуля ЁР. Поло- 

жим Н= УМА. Из точности последовательности 

0—Н @лЕ/К -> Л ®лЕ/К 

([г], стр. 9219, теорема 8.6) вытекает, что Ж№М® 
® (и! +К)=0 в Н®АЕ/Г. Отсюда ввиду точности 
последовательности 

Н®АК-—> Н®лАЕ-—>Н ®лЕ/К —0 
([Г], стр. 194, теорема 5.1) получаем, что 

x м®ш- 2 VU, Wy, 

где ЕН, м, =К. Если и, = Увниь то, учитывая 
предложение (0.7), приходим к равенству 

А, = 2, VU yt. 

Ho v,= № мм,,. Определим гомоморфизм 0: F>K, 
я 

положив и, = У, 9). Тогда 
° i 

х10 = x Аь (ик 0) = > (2 ave 03} = 

~ + (2 aves) a x (2 ол) ш= x Aju; = Xy. 

Переходя к произвольному т, находим $: Е->Ки 
1}: Р->К такие, что 

АтФ — Хпь 

уф = у; (i=1, 2, ..., m—1), 

где у/=х,—хю. Положив 0 =ф-+ — фф, получим 

а при {< т 

x8 = x, — YY, + xp — (x; — ys) P= x}. 
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Модуль АД называется конечно-связанным, если 
существует точная последовательность 0 —>К—Е- 
—Д-—0, где Ки Е- конечно-порожденные модули, 

причем Р — свободный модуль. 
(0.10) Конечно-связанный плоский А-модиль А 

проективен. 
Для доказательства рассмотрим точную последо- 

вательность 0-—>К-—>Е-—>А->0 
, 

где Е -— конечно-порожден и свободен, а К — конечно- 
порожден. Применяя (0.9), легко убедиться, что 
К — ретракт, после чего проективность модуля А 
очевидна ([б], стр. 21, теорема 2.2). 

(0.11). Каждый А-модуль А является пределом 
прямого спектра конечно-связанных Л-модулей. 

Действительно, ясно, что каждый Л-модуль 
является пределом прямого спектра (даже суммой) 
конечно-порожденных модулей '). Поэтому справед- 
ливость предложения (0.11) достаточно доказать для 
случая, когда А конечно-порожден. С этой целью 
представим А в форме А=Е/К, где Е- конечно- 
порожденный свободный модуль. Ясно, что К = У Ka; 
где К. пробегает множество всех конечно-порожден- 
ных подмодулей модуля К. Если К. =Кь, то обо- 
значим через лаз естественный гомоморфизм Е/Ка 
в Р/Кв. Легко убедиться, что отображение 

(%+К)Ф=х+ Кь, 
где хеР, определяет изоморфизм модуля А на пре- 
дел спектра (Е/Ка, лов). Остается заметить, что все 
модули ЕР/К. конечно-связаны. 

Понятие инъективной структуры ввел Маранда [154]. Им же 
доказаны предложения (0.1) и (0.2). Радикальный фильтр почти 
одновременно появился у Маранды [154] и Габриэля [92] (см. 
также [196]), а немного позже —у Рябухина [22]. Правда, свой- 
ство, Указанное в предложении (0.3), входило у них в определе- 
ние. На справедливость предложения (0.3) указал Сандерсон [193], 
ссылаясь на устное сообщение Чева (СВе\). Предложения (0.4) 
и (0.6) заимствованы у Маранды. Второе из них доказал также 
Штенштрем [196]. Предложение (0.7) имеется в книге Нор- 
скотта [л], а предложения (0.9) и (0.10) —в статье Чейза [58]. 
Другие доказательства предложения (0.10) имеются в работах 
Хаттори [104] и Аусландера [34]. Предложение (0.5) доказали 
Длаб ( [70]—[73], [251] ), а также Стефенсон. 

1) Необходимые сведения о прямых спектрах и их пределах 
можно найти, например, в [е], стр. 274—277. 

 



$ 1. ЧИСТОТА 

Скажем, что в категории Л-модулей задана чи- 
стота ®, если выделен класс 9, мономорфизмов 
со свойствами: 

Ч0. Всякая ретракция лежит в %.. 
U1. Ecru go, pEe,, To ффех.. 
42. Ecru gpe, u tp — MonomMopohusm, TO @ © Hq. 
Ч3. Если строки и столбцы коммутативной диа- 

граммы 
о 

| 
0—К-1> д -5>С-—0 

x} af 9] 
O-K—~>B—> D-—->0 

TOUHE] H DEH, TO pS H,. 
Ч4. Если в указанной выше диаграмме i, pEHp, 

то ф=Ф®.. 
Мономорфизмы из 9%, будем называть ®-чистыми. 

Если_ Ч2 выполняется в более сильной форме: 

Ч2. Если ффеУ.,, то фах, 
чистоту ® будем называть треугольной, а класс Hy — 
треугольно чистым. 

Если А—подмодуль модуля В и естественное 
вложение АД в В является ®-чистым, то будем писать 
А = ‚В. Нетрудно понять, что, используя это обозна- 
чение, свойства Ч0—Ч4 можно выразить так: 

Ч0’. Если А- ретракт в В, то А= В. 
ЧГ. Если А= В и В= С, то А=,С. 
42’. Een AS BSC uw A&C, to AS, B. 
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Ч3’. Если А=,В и KSA, to A/KS BK. | 
Ч4. Если К=А=В, К.В и А!К<=оВ/К, то 

А=. В. 

Нетрудно проверить, что соотношения АПВа=оС и А+ Ве,С 
влекут за собой А<оС (ср. [и], стр. 93, упражпение 14). 

Ясно, что совокупность всех мономорфизмов опре- 

деляет чистоту, которую будем называть абсолют- 
ной. Класс, состоящий из одних ретракций, тоже 
определяет чистоту, которую будем называть нуле- 
вой. Легко понять, далее, что для всякого семейства 
чистот {ю.} класс §=[]%o, также является чистым. 

а 

Отсюда вытекает, что для любого семейства моно- 

морфизмов найдется минимальный чистый класс, 
содержащий его. 

В случае абелевых групп свойствамн Ч0’—Ч4’ обладают 
вложения в качестве сервантной ([и], $ 23; [в], стр. 159) или 
слабо-сервантной (пеа{1) подгруппы ([и], $ 28). Нетрудно про- 
верить, что обе эти чистоты являются треугольными. Будем на- 
зывать их сервантной и слабо-сервантной соответственно. Ниже 
будут приведены и другие примеры. 

(1.1) Ecou ASC u B&D, TO A+BS,C+D. 
Действительно, пусть ф: А-—С и %: В->)0. До- 

пустим сначала, что ф=е,. Тогда, согласно свой- 
ствам Ч0’ и Ч4’, справедливость (1.1) легко следует 
из коммутативности диаграммы 

АВ - С 
ea+0| |ea0 

У 

А > С. 

Используя этот результат, в общем случае получаем, 
что A+BO,C+BS,C+D, после чего остается 
только применить ЧТ”. 

Пусть ® — некоторая чистота. Точную последова- 
тельность 

  

0-4 ->В-—>С-0 

назовем ®-чистой, если (=%.. 
(1.2) Если ®— чистота [треугольная чистота], то 

®-чистые последовательчости образуют подполугрип- 

ny [подеруппу] ® Ех (С, А) в аруппе Ех\л (С, А). 
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. . a 
В самом деле, ввиду свойства Ч0 w Exta(C, A) 

не пусто. Далее, суммой последовательностей 
0—4 -^> В’-®-С->0 

0->A—>B” =+C>0 

является нижняя строка коммутативной диаграммы 

И 

0 0 

| | 
0 —>- К — K—0 

| | 
у у 

0-> .4^- А”-№Н -№С-0 

he | 
0—+A —bB->C-0 

| | | 
0 0 OO | 

где А’ = A’ =A, H = {(b’, b”)| (0, р”) = В’ +B’, b's’ = 

=h’n}, K={(a, —a)|a S 4}, (6’, 6b”) p = b'n, (a’, a”) 9 = 
=а’ + а”, а все остальные гомоморфизмы естественные 
([ж], стр. 210, или [222], стр. 90 —92!)). Если #, 

ее ®., то из предложения (1.1) и свойства Ч2 вы- 
текает, что | ЕФ., после чего ясно, что ЕЯ, ввиду 
свойства Ч3’. В случае треугольности чистоты ® до- 
пустим, что & ГеЕФ., и рассмотрим коммутативную 
диаграмму 

K—>+H 

“| 
А— В’, 

где (5’, 5”) Е =рР,, а ЕЁ — ограничение Е на К. Ввиду 
свойств Ч0 и Ul ЕЕЁ=ЁГе®,, после чего из свой- 
ства Ч2 вытекает, что =%®.,. Отсюда, применив Ч4”, 
  

1) Определение сложения в группе Ех+ можно иайти также 
в книгах Фукса ([и], примечание иа стр. 237) и Маклейна 
([г], стр. 96). Приведение последиего определения к рассматри- 
ваемой форме требует иекоторых усилий. 
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получим, что | е®,. Положив (5’, 5”) ц=б”, где 
($’, $”)=Н, придем к коммутативной диаграмме 

A ArH 
| 

А => BY,   

rye 1/ — ограничение 7 Ha A’+ A”. Tipu stom Kern= A’, 
(А’-+ 4”) ц=А и Нч=В”, откуда, согласно свой- 
ству Ч3’, вытекает, что #’=%.. 

Если ®-— класс мономорфизмов, то обозначим 
через ®* класс всех таких эпиморфизмов в, что 
естественное вложение Кегс принадлежит 9. Если 
® — чистота, то эпиморфизмы из ®, назовем ®-ко- 
чистыми. Нетрудно проверить, что свойства Ч3 и 
U4 paBHOCHJIbHbI следующим: 

Ч3*. Если оте 9” и в — эпиморфизм, то те”. 
@ ’ @ 

44*, Ecan of TE Hi, TO ot] Hi. 
Для доказательства рассмотрим коммутативную 

диаграмму 
0 0 

| 
00> kK—> M——> L> 0 

Ix |r |e 
O—> K—> B —>+C—>0 

[= | 

0 

с точными строками и столбцами. Если п=отеУ, 
To f=. При выполнении свойства Ч3 отсюда выте- 
кает, что мономорфизм &ЕФ., т.е. т=%.. Если 

имеет место Ч3* и {е9., то сразу получаем, что 
# 

веЕФ., т. е. выполнено U3. Если в, Е ФУ», то 

й, = %,. Применяя свойство Ч4, получаем {= %,, 
т, е. ле9..Столь же просто U4 выводится из Ч4”. 
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Чистоту ® назовем котреугольной, если свой- 
ство Ч3* выполнено в более сильной форме: 

Ч3*. Если ote Hi, TOTS H. . 

В этом случае класс ), будем называть котреу- 
гольно чистым. 

Если чистота ® треугольна и котреугольна, то 
назовем ее битреугольной. 

Сервантная и слабо-сервантная чнетоты битреугольны (см. 
(1.23) ). 

(1.3) Если Ё А->А,, в: С’>С и ®- треугольная 
(котреугольная) чистота, то 

о ЕхЁ (С, 4) Ех (5, ед) = ® Ех (С’, А) (+) 

(соответственно 

® ЕхЫ (С, А) ЕхКес, Э=оЕхЕ (С, А’). — (++) 

Если чистота ® битреугольна, то для точной после- 
довательности 

Е: 0-> А-9- В -^>С-»0, 

где фе=®,, имеют место точные последовательности 

0-> Нотл (Х, 4) -> Нотл (Х, В) > Нотл(Х, С) “+ 

—>ю ЕхЫ (Х, А) @ Exth (X, B) > @ Exth (X, C) (###) 

и 
0-> Homa (C, X)—> Homa (B, X)-> Homa (A, X)—*> 

—> oExth(C, X) > o Exth(B, X) >oExth(A, X), (####) 
где Х— любой Л-модиль. 

В самом деле, рассмотрим коммутативные диа- 
граммы 

0— 4-8" —>С”>0 = 0 A > B +*+C>0 
cal ol «| И || o| [< 

0—д-%В =C>0 —0->4^”-% В’ "> С->0 

с точными строками, где феФ®,. Тогда ne Hr. Из 

Ч3* вытекает, что teh, T. &. PSH, a us U2 suite- 

KaeT, uTO y ] H,. Таким образом, включения (*+) и (++) 
доказаны. Далее, вспомним, что йа = Е ЕхЁ(Й, ед) 
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для he Homa (X, C) u Wo'=EExt (ec, fh) aan 
h’=Homa (A, X) ([r], стр. 101-103). Поэтому 

ImaSoExth(X, A) a па <оЕХЫ (С, Х), а после- 
довательности (***) и (****) точны до © Ext) (X, A) 

1 
и ®БхЫ (С, Х) соответственно. Кроме того, оче- 
видно, что Ву =0 и В’у’ =0. Пусть точная последова- 

тельность 0-> В > С->Х->0 определяет элемент из 
Кегу. Так как ЕхЁ — полуточный функтор, то для 
некоторого А-модуля Н имеет место коммутативная 
диаграмма 

0-—> А—Н->Х-0 
o| a el 

0-> B+G>X >0. 

с точными строками. Так как ф, АЕ, то {& = фе, 
по Ч1. Поскольку ® — треугольная чистота, отсюда 
следует, что [=®,. Таким образом, Кегу= п В. 
Пусть теперь точная последовательность 

0>X—>G=+B->0 

определяет элемент из Кегу’. Тогда для некоторого 
Л-модуля Н’ имеет место коммутативная диаграмма 
с точными строками 

0>X—>G’=>B—>0 
el el al el 

O->X—> H’—->+C—->0. 

Так как А’, ле», To BV =k’n SG, no 44". Отсюда 
и из котреугольности чистоты ® следует, что ГеФ®,, 

т. е. Кегу’ = [т Р. 
(1.4) Пусть в каждой из групп ЕхЁ (С, А) выде- 

лена подгруппа Ф(С, А), причем 
а) если |: АА”, в: С’—>С, то 

D(C, A)Ext(g, fpSO(C’, A’); 

6) для любой точной последовательности 

0-—> А-В > С-0, 
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определяющей элемент из Ф(С, А), имеют место 
точные последовательности 

Нот (ex: t) Hom (x: л) 

—-—> 0-> Ношл (Х, А) Нотл (Х, В) ———^—> 
Ех! (ех, 1) 

— Ношл (Х, С)—Ф(Х, А) ——^-- 
Extfe,, 

+(x, в) ©), (x, С) 
Ц 

Нот (* »e@ Horn (i, e 

0—> Homa(C, X)—— +)» Homa (B, X) 2)» 
Ext (a, ex) 

— Ношл (А, Х)—>Ф(С, Х) ———--> 
Ех (1, 6х) 

где Х— любой А-модуль. Тогда существует такая 

битреугольная чистота ®, что Ф(С, А) =® Ех (С, А). 
Будем считать, что ф=®,, если точная последо- 

вательность 

0->Дд-*В-—>С-—0 

определяет элемент из Ф (С, 4). Тогда ЧО выполнено 
ввиду того, что нуль группы ЕхНА (С, A) принадлежит 
Ф(С, А). Для доказательства Ч1 и Ч2 рассмотрим 
коммутативную диаграмму 

Cr
 

oO
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с точными строками и столбцами. Если op |] §,, то 
g@ =, по условию а). Пусть теперь 9, феЕФ.. Из 
естественности связывающего гомоморфизма ( [Г], 
стр. 45) вытекает существование коммутативной диа- 
граммы 

Ношл (С, С) => Ношл (С, D) 
а В" 

у У 
Exth(C, A)—&> Ех (С, В) 

([Г], стр. 130). Отсюда еза’В’ = есаВ, т. е. 

E Ext(5, e,) = Е Ех (ес, $)'). 

Так как феФ., то Е=Ф(р, В) и, следовательно, 
Е ЕхЕ (ес, ф) =Ф(С, В). Из условия 6), точности по- 

следовательности 

0—А-—> В“ С-—0 

и ТОГО, что феЕФ., следует, что точна последова- 
тельность . 

oe, A) Ext (C, %, O(C, B) Ext (C, 0. D(C, С). 

Кроме того, E Ext ‘Ga gp) Ext ‘Ga л)=0, так как 

фл=0. Поэтому существует такое Е’=Ф(С, А), что 

E’ Ext(eg, $) =Е Ех! (ес, $), т. е. (Е’— Е) Ех (ес, $) = 

=0. Так как точна последовательность 

Homa(C, С)-> ЕхЁА (С, А) -> Ех (С, В), 

то Е’ —Е= Е Ех+(Е, е4) при некотором &=Нотл (С, С). 
Так как фе®,, то ЕеФ(С, А), и, применяя а), 

получаем, что Е’— Е=Ф(С, 4). Но Е’=Ф(С, А). 
Поэтому Е=Ф(С, 4), т. е. ффе%.. Для доказа- 
тельства справедливости свойств ЧЗ* и Ч4* проведем 
двойственное рассуждение. С этой целью рассмотрим 
  

') Напомним, что Ap’ = E Ext (4, e,) ([r], tp. 101 ~103). 
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коммутативную диаграмму 
ae 

E: 

5 > 

p
e
—
 

№
:
 
<
—
 

о 

8 

Е: 0 А—+ В -—5"> С->0 

| “| ws 
у 

Е: 0 A—*> B++C->0 

| 
v 
0 

с точными строками и столбцами. Если ол е= %', то 

пех. благодаря условию а). Если же о, ле $, то 
из коммутативности диаграммы 

Hom, (A, A) —*+ Hom, (B, A) 

| 
Exth(C, A) > Ext (В, А 

([], стр. 130) следует, что ехоВ = ехо’В’. Таким обра- 

зом, Ё Ех (ев ‚ 9’) = = F Ext (м, ez). Так как Ё = Ф(В, В), 

то по а) Е Ех! (л, ед) = Ф(В, А). Из условия 6), точ- 

ности последовательности 

0>A—>B—>C—>0 

и того, что ле%,, вытекает точность последова- 
тельности 

Ф(С, 4)>Ф(В, А)>Ф(А, A). 

Кроме того, Е Ех! (п, ед) Ех+ (ф, ед) = 0, так как фл =0. 

Отсюда следует существование такого Е’е= D(C, А), 

что Б’Ехё(л, ед) = E Ext(n, ez). Таким образом, 
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(Е’— Е) Ех{(л, ех)=0. Но тогда из точности после- 

довательности 

Homa (A, A)-> Ext, (C, A)—> Exth (B, A) 

вытекает, что_ E’—E=E Ext (ес, #) при некотором 

&= Нот) (А, А). Так как ЕеФ(С, А), отсюда, 

используя условие a), получаем, что Е’ — БеФ(С, A). 

Но Е’=Ф(С, 4). Поэтому Е Ф (С, А), т.е. осле”. 

Мысль об аксноматнзацнн чнстоты C помощью свойств 
Ч0’ — Ч4’ возннкает по существу в работе Маранды [153]. Пред- 
ложення (1.2)—(1.4) легко следуют нз результатов Батлера 
н Хоррокса [53]. Сама по себе ндея определення нового функ- 
тора путем выделення подгруппы в группе Ехф восходнт к работе 
Хохшнльда [116] (см. также [48}, [218]). В случае групп, нсходя 
нз нее, вводнлнсь н неследовалнсь разлнчные чнетоты ([91}, [101}, 
[103], [124], [169], [170], [234]). На некоторые нз относящихся сюда 
проблем указал Фуке [90]. В этой связн ннтересно следующее 
свойство слабо-сервантной чистоты ([н], стр. 248, упражне- 
ние 17): группа А слабо-сервантна в В тогда н только тогда, 
когда точная последовательность 

0->Д->В-> В/А > 0 

прннадлежит подгруппе Фраттннн группы Ех+ (В/А, А). Отметнм 
также результаты Фукса ([85], ч. [; [87]), доказавшего, что 

еслн 0 — любая группа, а 0-> А —-> В —> С -> 0 — точная после- 
довательность, где Да сервантна в В, то нндуцнрованные гомо- 
морфнзмы о’ н В’ отображают Нот (0, 4), Ном (С, И), Ех+ (0, A), 
Ех+ (С, 0), АЗИИ н Тог (0, А) на сервантные подгруппы групп 
Нот (0, В), Нот (В, И), Ех+ (Ц, В), Еж (В, 0), В ® Ц, Тог (0, В) 
соответственно; обратно, еслн подгруппа Hom (U, A) a’ (подгруппа 
Нощ (С, Ц) В’, подгруппа (А®ОИ) 9’) сервантна в Ном (0, В) 
(в Ном (В, 0), в В®И) прн любом U, To подгруппа Аа сер- 
вантна в В. Интересно, нмеют ли место аналогнчные результаты 
для модулей, а также для другнх чнетот в группах. 

Пусть опять ®-— некоторая чистота. Назовем 
Л-модуль ®-инбективным (®-проективным), если он 
инъективен (копроективен) относительно всех ®-чистых 
мономорфизмов. Совокупность всех ®-инъективных 
(®-проективных) Л-модулей обозначим через OB, 
(через З.). Ясно, что инъективные (проективные) 
модули ®-инъективны (®-проективны) для всякой 
чистоты ©. 

Классы сервантно-ниъектнвных н слабо-серваптно-ннъектнв- 
ных групп совпадают соответственно с классом всех алгебран- 
ческн компактных групп ([н}], $ 26) н классом всех групп внда 
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р-- > Тр, где О -— делимая группа, рТ›=0, р пробегает все 
р 

простые числа ([103], лемма 4). Класс всех алгебраически 
компактиых групп совпадает с классом всех групп вида 
A=D+ > Рр где ОР — делимая группа, а О,-— модуль пад 

Р 

кольцом целых р-адических чисел, ие имеющий элемеитов бес- 
коиечиой высоты и полиый в топологии с базой окрестиостей 
иуля {р”О, [п=1,2,...} ([36]). Известио также, что группа А 
алгебраически компактиа тогда и только тогда, когда она служит 
прямым слагаемым для некоторой группы, допускающей биком- 
пактиую топологию ([148]). Алгебраическое строеиие групп, 
допускающих бикомпактиую топологизацию, описал Хуляииц- 
кий ([117}, [118Т). Другие характеризации класса всех алгебраи- 
чески компактиых групп можио иайти в [и] ($ 26), [к] ($ 17), 
[88], [98] (стр. 177), [119] [121], [148}, [150], [152], [181]. Приме- 
рами алгебраически компактиых групп служат группы Ном (И, У), 
где 0 — периодическая, а И— произвольиая группа, и Ех# (0, И), 
где группа О произвольиа, а И — группа без кручения ( [85], ч. 
теоремы 4.1 и 4.3; [102]), а также группа характеров любой 
группы ([86]). Группы Ном (А, Н) и Ех{ (А, Н) алгебраически 
компактиы, если такова группа Н ( [90], стр. 11). Мадер [152] 
выясиил, когда алгебраически компактиая группа является по- 
полиеиием в п-адической топологии прямой суммы циклических 
групп. Известно также, что для произвольиых групп Ап фактор- 

группа > Аз] > А; алгебраически компактна ( [120]; см. также 
[39], [75], [89], [98]). Иитересеи вопрос, для каких чистот и 
каких колец этот последний результат остается справедливым 
([90], стр. 12, проблема 2). С алгебраической компактиостью 
связаиа также проблема 1 из [90]. Классе серваитио-проектив- 
иых групп совпадает с классом всех прямых сумм циклических 
групп ( [153], стр. 2, теорема 1; [в], стр. 157, 162). Разумеется, 
слабо-серваитио-проективные группы будут лежать в этом классе. 

Одиако циклическая группа Сс порядка р*, где р — простое число 
H k>1, ие слабо-серваптно-проективиа, так как для иее ие 
замыкается диаграмма 7 

“С 

Я 
Y 

A—> A/B->0, 
где A=Z/[pZ +-Z/p**'Z, B=Z(1+pZ, p*' + p**'Z), x—ecre- 
ствеииый эпиморфизм и сф = (0, 1) + В. С другой стороны, бес- 
коиечиая циклическая группа и циклические группы простых 
порядков, очевидио, копроективиы отиосительио слабо-серваитио- 
чистых вложений (см. (1.48)). Таким образом, ввиду предложе- 
ния (1.5) слабо-сервантно-проективиыми оказываются все прямые 
суммы бесконечных циклических групп и циклических групп 
простых порядков и только оии. 

(1.5) Прямая сумма (полная прямая сумма) А-мо- 
дулей ®-проективна (®-инъективна) тогда и только 
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тогда, когда все слагаемые ®-проективны (®-инзек- 
тивны). 

Действительно, справедливость доказываемого 
утверждения для полной прямой суммы сразу сле- 
дует из (0.1а), а для прямой суммы доказывается 
двойственным рассуждением. 

(1.6) Ecau о®- битреугольная чистота, то 
®-инзективность А-модуля О (о-проективность 
Л-модуля Р) равносильна равенству ® Exth (X, Q)=0 

(равенству wExth(P, X)=0) Ona ecex A-modynei X. 
Действительно, если Q — о-инъективный модуль, 

О=.Г и У/@ =Х, то, поскольку ео можно продол- 

жить до гомоморфизма Ув О, модуль О оказывается 

ретрактом в У, т. е. ®«ЕхЁ(Х, 0)=0. Если же 
w Ext, (X, 0) =0 для всех Х, А = „Ви ®- битреуголь- 
ная чистота, то из (1.3) легко вывести, что Hom (i, ео), 

где {: А->В — естественное вложение, отображает 
Нот) (В, ©) на Нот, (А, 0). Но это и означает воз- 
можность продолжить всякий гомоморфизм ф: АО 
до гомоморфизма +: В->0. Второе утверждение 
доказывается двойственным рассуждением. 

Пусть ® — некоторая чистота. Модуль А назовем 
о-делимым, если всякий мономорфизм # А-В 
является ®-чистым. Модуль С назовем ®-плоским, 

если во всякой точной последовательности 0-> Д-й> 
—>В-—С->0 мономорфизм { является ®-чистым. 
Другими словами, модуль Р будет о-делимым, если 

1 
@ Ext, (X, D)=Exta(X, D) min всех Х, а модуль 

| 
Е- ®-плоским, если ®ЕхЫ (Е, Х) = Ех (Е, Х) для 
всех Х. Из свойства Ч0 вытекает, что всякий инъек- 
тивный модуль является ®-делимым, а всякий '‘про- 
ективный — ®-плоским, 

Из предложения (1.53) вытекает, что как серваитио-дели- 
мыми, так и слабо-серваитио-делимыми являются обычиые дели- 
мые группы !) и только оии. Группы без кручеиия и только оии 
являются ввиду предложения (1.54) как сервантио-, так и слабо- 
сервантно-илоскими. 

(1.7) Модуль А является ®-делимым тогда и только 
тогда, когда он ®-чист в некотором инъективном модуле. 
  

1) Делимыми будем иазывать группы, которые в русской 
литературе обычно называются полными, 
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Действительно, пусть А = ‚О, где @ — инъектив- 
ный модуль. Из свойства Ч2’ нетрудно вывести, что 

А=оА4, где А- инъективная оболочка модуля А 

([Г], стр. 138). Если А = В, то А= В. Можно считать, 

что Д=ДеВ. Но В=А-+-С. Из свойств ЧО’ и Ч!" 
вытекает, что А< „В. Остается применить Ч”. 
Обратное очевидно. 

(1.8) Если А= В и модуль В является ®-дели- 
мым, то U модуль А будет о-делимым. 

Действительно, ввиду предложения (1.7) В = ‚0, 
где модуль @ инъективен. Из свойства Ч1’ вытекает, 
что А = ‚0. Вторичное применение предложения (1.7) 
завершает доказательство. 

(1.9) Всякое расширение ®-делимого модуля с по- 
мощью ®-делимого является ®-делимым модулем. 

Действительно, пусть 0-—>Д-—>В —> С —>0 — точная 
последовательность, где А и С — о-делимые модули, 
и пусть В=р. Ясно, что Ая.) и BJAS,DIA. 
Ввиду свойства 44’ B&D. 

(1.10) Прямая сумма $ =А--В является ®-дели- 
мым модулем тогда и только тогда, когда ®-делимы 
оба прямых слагаемых. 

Действительно, если $ — ®-делимый модуль, то А 
и В также о-делимы по свойству Ч0’ и предложе- 
нию (1.8). Обратное следует из (1. 9). 

(1.11) Лемма. Если 0—К —>Е-"В->0 и 

0->[- А—+В->0— точные последовательности и 
Е— свободный модуль, то имеет место коммиутатив- 

  

  

наз диаграмма 0 0 

| | 
у у 

0 > М -К-—>0 

| | 
O>NsF+L—~>F +0 

| | л| 
у у у 

O->p + A—_*> 8 >0 

fo of 4 
0 0 0 

с точными строками и столбцами, причем Ма |] №В=0, 
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Действительно существует [: Е->А такой, что 
л=. Определим о: Е-+-Ё-—А, положив (x, у)р= 
= -и/. Если ае А, то ат=хп=охМ, откуда 
ч— х!=у]. Таким образом, (х, у) =а, т. е. р— эпи- 
морфизм. Пусть М = Кего и а— естественное вложе- 
ние М в Р-Е Г. Положим М =Г и обозначим через В 
естественное вложение М в Р-+ К, а через о— про- 
екцию Р--Ё на Р. Заметим еще, что (х, у) ол = хм = 
= (х-у)т=(х, удот, т. е. ол=от, Если wel 
и ое М, то иво = (0, и) р =и] и засл = оарт=0. Отсюда 
МВо=[,] и Мас = КЕ. Кроме того, если (х, у) = Ма Г] №, 
то х=0 ии] =(х, у)о=0, т. е. Ма[] МВ =0. Отсюда 
вытекает, что ограничения рф и с на М и М соответ- 
ственно являются мономорфизмами. Пусть хе Ki. 
Тогда x«=(x, 0)o. pu atom (x, 0) pt=(x, 0) on=xn=0, 
T. e. (x, O)p = yj. Orciona (x, —y) 9 = (x, 0)p—(0, y) p=0, 
т, е. (х, —y) ]Ma. Ho (x, —y)o=x, T. e. Mao= Ki. 

(1.12) Модуль В является ®-плоским тогда и только 
тогда, когда В — эпиморфный образ некоторого про- 
ективного модуля с ®-чистым ядром. 

Действительно, из свойства ЧО’, предложения (1.1) 
и из [6], стр. 21, теорема 2.2, вытекает, что В — эпи- 
морфный образ некоторого проективного модуля 
с ®-чистым ядром тогда и только тогда, когда В— эпи- 
морфный оабраз некоторого свободного модуля F 
с ®-чистым ядром К, Пусть т: А-> В — эпиморфизм и 
[= Кегт, Рассмотрим диаграмму, построенную в (1.11). 
Предположим, что {= ®.. Так как (Ма -+ МВ) <= Ки 
МВ = оЁ -- Ё, согласно свойству Ч0’, то из Ч4’ выте- 
кает, что Ма-+ №8 = „Е --Ё. Применив Ч3’, получим 
Кегт= „А, что и требовалось. Обратное утвержде- 
ние очевидно, 

(1.13) Если А является о-плоским модулем, 
т: А->В-— эпиморфизм и Кегт= А, то В также 
®-плоский модуль. 

Действительно, по (1.12), имеет место эпиморфизм 
л: Р>А, где Р- проективный модуль и Кегл< _Р. 
Из свойства Ч4’ следует, что (Кегт)л”! <= Р. Но 
(Кегт) л`! = Кег лт. Остается еще раз применить (1.12). 

(1.14) Расширение ®-плоского модуля с помощью 
®-плоского является ®-плоским модулем. 

Действительно, пусть 0-—> А-—>В >С -—>0— точная 
последовательность, где А, С — ®-плоские модули. 
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Из точной последовательности 0—К-О->В-»>0 
легко получить коммутативную диаграмму 

0 0 - 

г | 
0+ K —»+ D’—+A>0 

ex | | | 
у у У 

0-—>К—>р —>В-0 

| 
C —£sC 
J | 
0 0 

с точными строками и столбцами. Из условия выте- 
кает, что i’, | =. Согласно свойству Ч271=7] Ех, 
что и доказывает теорему. 

(1.15) Прямая сумма $=А-В является ®-пло- 
ской тогда и только тогда, когда ®-плоскими являются 
оба слагаемых. 

Действительно, если $ — ®-плоский модуль, то 
Au B—Takxe о-плоские модули по свойству ЧО” 
и предложению (1.13). Обратное следует из (1.14). 

Рохлииа заметила, что справедлив следующий результат: 
Если № - наследственное кольцо, то всякий подмодуль 

®-пловкого А-модуля является ®-плоским, а всякий фактор- 
модуль ®-делимого А-модуля будет ®-делимым. 

Это сразу следует из [6], стр. 30, теорема 5.4, предложе- 
иий (1.7), (1.12) и из свойств Ч3’ и Ч?'. 

(1.16) Если Х — произвольный класс модулей, то 
класс Фи всех мономорфизмов, относительно которых 
инъективны все модули из %, является треугольно 
чистым. 

Действительно, справедливость свойств Ч0, Ч] 

и U2 сразу следует из предложений (0.16), (0.1в) и 
(0.1г). Справедливость свойства ЧЗ проверяется без 
труда. Допустим теперь, что дана коммутативная 
диаграмма, указанная в 44, QeEM u a: A>Q. 
Тогда ja= if’, roe В’; В > О существует в силу того, 
что [Е Ф„. Пусть теперь а”’=а- В’. Поскольку 
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14” =0, то а’=о@, где &@: С-—>0. Отсюда @= фВ, 
где В: DQ. Положив В =тВ +В’, получим 

фВ = фтВ + ФВ’ = офВ - ФВ’ = о@ + Of =a” + of’ =a. 

Таким образом, феЕФл, т. е. свойство Ч4 также 
выполнено. 

Очевидно, что для всякой чистоты ® имеет место 
включение Dy S Dg °° Чистоту &, определяемую клас- 

сом &., назовем инбективным замыканием чистоты ©. 
Если 9 = Фв ‚, то чистоту ® будем называть инзек- 
тивно замкнутой. 

(1.17) Инъзективное замыкание © чистоты © 
является инективно замкнутой чистотой. 

Для доказательства заметим, что, поскольку + со- 
держит все инъективные модули, класс 4 (&,) состоит 
ИЗ DY On CnelopaTebHo, Ho = 4 Ч (Qa). Ho 
ет Отсюда OQ, =P (Go) = 0(¥(9,)) = 
“DW (BB) OG )=B., nostoNy в = Фыь = $5. 

Чистота ® называется инъективной, если для 
всякого модуля А найдется ®-чистый мономорфизм 
# А—>О, где О — о-инъективный модуль. 

Из предложения (1.51) вытекает, что серваитиая и слабо- 
сервантная чистоты ииъективиы, 

(1.18) Всякая инъективная чистота инзективно 
замкнута и треугольна. 

Действительно, пусть ® — инъективная чистота и 
мономорфизм #й А->В лежит в 9, = Ч (Зо). Рас- 

смотрим точные последовательности 

0-—=А—В —С->0 

0-—>А—!> 0, 

roe у =®,, Ое®.. Тогда | =, где й: В > О. Рас- 
смотрим коммутативную диаграмму 

A — > B 
| & | 

ОА СО. 

где bg =(bx, bh), af =(0, a) Из свойств Ч0, Ч] 
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предложения (1.1) вытекает, что ig=/[(0-+ /pe §,. 
Но ра=0 влечет рл=0 и bDhR=0. Orciona b=ai u 
0 = А = ай =а]. Таким образом, а=0, а значит, 
р=0. Следовательно, &— мономорфизм и {Ее §, 
ввиду свойства Ч2. Треугольность инъективно зам- 
кнутой чистоты вытекает из предложения (1.16). 

(1.19) Чистота ® инъективна тогда и только тогда, 
когда пара BS=(9,, 2,) является моноинзективной 
структурой. 

В самом деле, если ® — инъективная чистота, то 
свойства С1, С2, СЗ очевидиы, в силу (1.18). Обрат- 
ное сразу следует из СЗ. 

Далее, справедливо такое утверждение 
(1.20) Если \-— произвольный класс модулей, то 

класс ®%Й всех мономорфизмиов, относительно кото- 
рых копроективны все модули из %, является ко- 
треугольно чистым. 

В самом деле, справедливость свойства ЧО оче- 
видна. Если естественные вложения # А-В, |: В->С 
лежат в &*, то рассмотрим коммутативную диа- 
грамму 

В —№С 

1 4 
0-> BJA 4>C/A —> C/B->0, 

где л, т, с — естественные эпиморфизмы. Если РЕЖ 
и Фф: Р-> С/А, то фо=\уто, где $’: Р-»С, так как 
jeg" Тогда Р(ф— тт) = (В/А)Е. Поэтому можно 
рассмотреть гомоморфизм ф’=(ф— т) Е, отобра- 
жающий Р в В!/А. Далее, ф’=\ф”л, где 4": Р->В. 
Если ф=\”] +’, то фт=а" д -+- Ут= "ле Ут = 
=Qo— t+ фт=Фф. Следовательно, естественное вло- 
жение ДА в С лежит в 9%, т. е, Ч| выполнено. Если 
i: A+B, j: BC, ij=]$™" и ]-— мономорфизм, то 
рассмотрим коммутативную диаграмму 

O- A—>B —“>B/A-0 

“4 i | 

у 

0>A—L>C —>C/A>0, 
где с, т— естественные эпиморфизмы, л— естествен- 
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ное вложение. Если $: Р->В/А, где Р =, то фл = 
=.р’т для некоторого $’; РС. При хеР имеем. 

хф/т = xon = bon = Djt, 

где БеВ, т, е. хф’=Ьу- ай, где ае А. Отсюда 
г. , 7.1 

xbj =b+aiuxpj/ в= фо = хф, так как л-— моно- 
7 -!l . 

морфизм, откуда (yp; )“=ф, т.е, 22H" un cBoi- 
ство Ч2 справедливо. Если выполнены условия 

свойств Ч3* или Ч4*, то имеет место коммутативная 
диаграмма 

0 

1 
L 
4 

0— А-В —°>С 

14 
0O>K—->B-=+D 

} 
0 

с точными строками и столбцом. Для доказательства 

свойства Ч3* допустим, что от <= [5*]* и рассмотрим 
гомоморфизм ф: Р->Д, где Ре\Х. Тогда ф= (от), 
где й: Р->В. Отсюда (#6) т = й (от) =ф, т.е. те [9% }*. 
Для доказательства свойства Ч4* предположим, что 
о, те [5*]* и опять рассмотрим гомоморфизм 
g: PD, roe РеЕФХ. Тогда ф=йти hb’ =h"o, rae 
й’; Р->С, #": РВ. Cnenospatenbuo, h” (ot)=h't=Q, 
т.е, сте [9 |. 

Штенштрем [199] рассматрнвал чистоту ®, определяемую 
классом © (см, 1.20), где 9% — множество всех конечно-связан- 
ных модулей. Средн его результатов следует отметнть теорему 
о том, что модуль М является ®-плоским тогда н только тогда, 
когда он есть предел прямого спектра ®-проективных модулей 
(ср. [1], [3], [146]). С тем же классом 9Х связаны нсследовання 
Фильдхауза [82], рассматривавшего универсальную чнстоту 
(см. стр. 40). 

Вопрос о треугольности чистоты, определяемой 
предложением (1.20), даже в случае групп пока от- 
крыт. 
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Разумеется, 9. = 98, Чистоту, определяемую 
классом ФЖ,, назовем проективным замыканием чи- 
стоты ®, Естественным образом можно ввести поня- 
тие проективно замкнутой чистоты. 

Рассуждениями, аналогичными примененным для 
доказательства предложения (1.17), устанавливается: 

(1.21) Проективное замыкание ® чистоты © 

является проективно замкнутой чистотой. 
Чистоту ® назовем циклически проективно залм- 

кнутой, если ю-чисты все мономорфизмы, относи- 
тельно которых копроективны все циклические 
®-проективные модули. Если для каждого Л-модуля А 
существует точная последовательность 

0—К—Р->А->0, 

где Р-— ®-проективный модуль (прямая сумма цикли- 
ческих ®-проективных модулей) ий =®,, то чистота © 
называется проективной (циклически проективной). 

(1.22) Всякая (циклически) проективная чистота 
(циклически) проективно замкнута и котреугольна. 

Действительно, пусть все (циклические) о-проек- 
тивные модули копроективны относительно моно- 
морфизма # А-»В. Рассмотрим точные последова- 
тельности 

0 д — В —+С->0 
и 

0->К —Р -5>С-0, 

где Р— ®-проективный модуль (прямая сумма цикли- 
ческих ®-проективных модулей) и ] =Ф.. Тогда в = 
=фл, где ф: РВ. Рассмотрим коммутативную 
диаграмму 

A+K—+A+P 
el 
А — В, 

roe f=e,+j, (a, ху в =а—хф, а 5’ — ограничение д 
на ДК. Если БеВ, то Вл = хо = хол, где хеЕР, 
откуда Ь — хф = а{. Этим показано, что в и 5’ — эпи- 
морфизмы. Если (а, х)в=0, то хо = хфл=ам =0, 
откуда Кег с = |п{. Ввиду (1.1) }еЕФь и из 8 
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вытекает, что i@H,. Котреугольность проективно 
замкнутой чистоты следует из (1.20). 

Ввнду предложення (1.49) нз (1.22) вытекает циклическая 
проектнвная замкнутость сервантной н слабо-сервантной чнстот. 

Важнейшим примером чистоты является Г-чистота. 
Чтобы дать ее определение, зафиксируем некоторый 
свободный Л-модуль ЕЁ и отметим в нем подмодуль 0. 
Пусть ух; (> Е естественное вложение. Модуль А 
назовем РО-чистым в В (в обозначениях А = роВ), 
если ДВ и для всякой коммутативной диаграммы 

U > F 

1 4 
A—>B, 

где { — естественное вложение, найдется такой гомо- 
морфизм %p: F->A, uTO p= xp. 

Батлер и Хоррокс ([53], $ 21) иазывают гомоморфизм 
go: (> А РИ-снстемой линейных уравненнй над модулем А, 
Наличне указанной выше коммутатнвной диаграммы трактуется 
как разрешнмость системы Ф в модуле В, Тогда А = „В озна- 
чает, что всякая РО-снстема иад А, разрешимая в В, разрешима 
нв А, Чтобы установить связь этой терминологни с обычной, 
обозначнм через {xp 1B = 9} снстему свободных образующих 

модуля Р. Тогда каждый элемент из О имеет вид >) Aap*p: где 

Лав = А, причем почти все Лов при фиксироваином @ равны 

нулю. Пусть 

(25 Aap*p)? = a, 
где аа = А. Разрешимость системы Ф в В озиачает, что 

(2 Aaptp) & = aa 
для подходящего гомоморфизма fh: F -> В. Положив БВ = ХВА, 
получим равенство . 

У лавбв = аа. 
Теперь ясно, что если задана снстема уравиеиий 

> Aap*p = Aq (a Е Я), 

ВеЯ 

где © и Я— произвольные множества, ЛловеЛ, аа еА и для 
каждого @& почтн все Асв обращаются в иуль, которая имеет 
решение в В в обычном понимаиии, мы можем трактовать ее 
как РИ-систему уравнений над A, разрешимую в В. Для этого 
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достаточно обозначить через Р свободный А-модуль. со свобод- 
нымн образующими {xg |B Ee Q}, a ‚через И -—его подмодуль, 
порожденный левыми частями данной системы уравнений, 

(1.23) Отношение <=ви обладает свойствами ЧО’, 
ЧГ, Ч2, Ч3* и Ч“. 

В самом деле, справедливость свойств ЧО’, ЧИ 

и Ч2 очевидна. Для доказательства свойства Ч3* 
рассмотрим коммутативную пиатрамму 

|| 
ом бу „и 

ex| ‘| 1 Xx 

0 °С h —А—- В —- Сс — 

е 

0 

с точными строками и олбцами, где д =от и, сле- 
довательно, М =„о В. Поскольку модуль РЁ свободен, 

To Av=A’n, roe й’: Р->» В. Отсюда (h—h’o) t=0, 
т. е. Im(h—h’o)S Lj. Далее, 

yh’n = yht = ojt =0, 

что позволяет рассмотреть гомоморфизм yh i: UM. 
Tax kak yh =(yhi')i u MSpyB, 10 yh = где 

ф’: Е-> М. Положим ф=ф’о’+(В-#№о)]'. Тогда 
3 отображает ЕЁ в Ё. При этом 

yp oj =yhi io = Йо. 
Отсюда 

хр = yh'o + yh — yh’o = gj, 
т. е. уф=ф. Таким образом, L &p,C, Пусть теперь 
А, Ви К имеют смысл, указанный в условиях 
свойства Ч4” (рис. 1). Пусть C=A/K, D=B]K, 
0: Д>С ит: ВО - естественные эпиморфизмы, 
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: А>В, |; С->РиЕЁ: К>А - естественные вложе: 
ния. Рассмотрим такие гомоморфизмы g: U>A u 
#: Е->В, что ф=охй, где х— естественное вложение 

  

р О вР. Тогда 

ao (po) | = git =x (ht). 
К КА С Поскольку Сир, то 
A 4 6 h фо =хф’, где 1’ FOC. 
‘ it ‘| \ |% Но Е- свободный модуль. 

\ ! \p" Поэтому 1ф’=ф”о, где 
`` vB —»p \ ; 1”: Е>А. Отсюда ф”в= о ein 
фт —ф) = КЁ. Поэтому, по- 

`---2222=8Р  ложив $Ф'=(’-Ф) Е 
получим соотношение 

gp (Ri) = xp"i— Qi=y(p’i—A). 

Поскольку K Spy B, To g’=yp”’, roe yp’: FoK. 
Положив =p” —’”"k, nonyuuM 

xp = xp” — yp’ Rk = yp” — g’k = yp” — yp” + p= @Q, 

T @& AS y B. 

Если РЕКЕ, ()} — система пар, где Е — свобод- 
ный модуль, а О —его подмодуль, то будем говорить, 
что модуль А Г-чист в В (в обозначениях: A&r B), 
если А=;0.В для всех (Р, ИП) =Г. Ввиду предложе- 
ния (1.23) отношение =г задает битреугольную чи- 
стоту, которую будем называть Г-чистотой. Если Г 
содержит всевозможные пары такого типа, то такая 
Г-чистота называется универсальной. 

Легко проверяются следующие два предложения; 
(1.24) Если все подмодули И в системе Г конечно- 

порожденные, а трансфинитная последовательность 

А = А, = А, = вое CAS... 

такова, что Ав-гС для всех аи В = |) Аа, то В =гС. 
(1.25) Если все модули Е в системе Г конечно- 

порожденные, а трансфинитная последовательность 

А=А<А, = ‚,.. = Аа=... = Аз=В 

такова, что Авг Аон Оля всех аи Аа= U As для 
В<а 

всякого предельного a, TO ASr B. 
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Будем говорить, что диаграмма 

V+>G 

l (+) 
A 

замыкается, если существует такой гомоморфизм 
о: @С>А, что |=]. Диаграмму (+), где С — свобод- 
ный модуль, а | — мономорфизм, назовем Г-допусти- 
мой над Д, если из наличия коммутативной диаграммы 

и-—> Е 

| i (**) 

у-^ С, 
где (Е, (0) =Г, вытекает, что {= 50 для некоторого 
9: Е>А. 

(1.26) Диаграмма (*), где @ — свободный модуль, 
а |— мономорфизим, Г-допустима над А тогда и только 
тогда, когда существуют модуль В, гомоморфизм 
о: @ >В и Г-цистый мономорфизм i: A>B такие, 
что диаграмма 

уУ-1>-б 
| o| (xx) 

коммитативна. 
Действительно, пусть диаграмма (+) Г-допустима 

Hay A. Tlonoxum B=(A+G)/K, rae K={(uf, —vj) | veV}. 
Определим гомоморфизм i: A>B uo: GB, non0KuB 
ai=(a, 0)+K u go=(0, g)+K. Takum o6pa30m, воз- 
никает диаграмма (*+**). Поскольку 

vfi =(vf, 0) + K =(0, of) + K = ojo, 
она KOMMyTaTHBHa. Ecaun ai=0, To (a, 0)=(vf, — vf) 
для некоторого о=У, откуда и=0. Следовательно, 
а=0, т. е. г— мономорфизм. Чтобы убедиться, что 
этот мономорфизм Г-чист, рассмотрим коммутатив- 
ную диаграмму 

U +> F 
of tl (xx%%) 

А —> В, 
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где (Р, () Г. Ввиду проективности модуля Р суще-. 
ствует гомоморфизм т: РЕ->А-- С такой, что й = та, 
где а— естественный эпиморфизм АД -{ С на В, т. е. 
хй =хт-+К. Обозначим через л’и л” естественные 
проекции ДА - С на Аи С соответственно. Из ком- 
мутативности диаграммы (****+) вытекает для и=О, 
что 

(иф, 0) — иут = (5р, — dj), 

где еУ. Отсюда иутл” = 9] ииф— ихтл’ = 9]. Таким 
образом, возникает коммутативная диаграмма (**), 
где [=тл”, а Ё = хтл"]'. По условию, имеем А} = 560, 
где 0: Е->А. Отсюда 

их, (0 + т’) = их0 + ихтл’ = и + иф — of. 
Но 

ofi=s vjo = uytn”o = uylo = ukjo = ukfi. 

Поэтому of=ukf, u, следовательно, (8+ tx’) =9Q. 
Таким образом, мономорфизм Е действительно Г-чист, 
Пусть теперь даны диаграммы (+) и (**) и существует 
модуль В с указанными в формулировке теоремы 
свойствами. Из соотношения ДА=гВ вытекает, что 
ЕЁ} = 50, где 0: Е>А, а это и требовалось. 

(1.27). Если всякая Г-допустимая над Адиаграмма, 
где мощность базы модуля С равна кардинальномиу 
числу 1, замыкается, то замыкается и всякая диа- 
грамма 

C—>D 

A , 

где {— Г-чистый мономорфизм, а модуль О/С обла- 
дает системой образующих мощности т. 

Для доказательства рассмотрим диаграмму 

G 

1 
у 

0+C—+>D > DIC 0 

с точной строкой, где С —свободный модуль с базой 
мощности м, а т— эпиморфизм. Поскольку модуль С 
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проективен, имеем т=ол, где о: @—0). Пусть 
У — полный прообраз подмодуля СЕ с: О относительно 
гомоморфизма ©. Тогда получим коммутативную 
диаграмму 

V-+G 
| о 
У У 

С- р. 

Применив предложение (1.26), убедимся, что диа- 
грамма 

У >С 

| 
у 
С 

Г-допустима над С. Отсюда следует, что диаграмма 

у -1- @ 

"| 
A 

Г-допустима над А. Из условия предложения выте- 
кает, что {[ф= р, где р: @>А. Если, далее, 4= р, 
то ал = хт, где хе С. Отсюда (4 — хо) х = 4л — хх =0, 
т. е; 4- хо = Пп?. Таким образом, D=Imi+Imo. 
Если 4 == #4 хо = 51+ хо, где с, с’еЕС, х,х’ «С, 
то (с—с’)Ё=(х-—х)а. Но с-—с’ =] для некоторого 
оЕЙ. Отсюда (х/—х) в = (с— с”) 1 = оЙ = 9]. Поэтому 
х—х=о]+у|, где иу]е Кего. Отсюда (с- с’) 1 = 
=(vj+yj)o=(ut+y)fi, tT. e c—c’=(u+y)f. Далее, 
HMeeM 

(c—c’)p=(u+ y)ip =(u+ y) jo =(x’ — x)p. 

Полученное равенство позволяет определить гомо- 
морфизм ip: Р—>А, положив 

dp = cp + xp, 

где d=ci+ xo. SicHo, что др =ф.



(1.28) Модуль А является Г-инзективным тогда 
ц только тогда, когда всякая Г-допустимая над А 
диаграмма (*) замыкается. 

В самом деле, предположим, что А -— Г-инъектив- 
ный модуль и диаграмма (*) Г-допустима над А. 
Из предложения (1.26) вытекает существование ком- 
мутативной диаграммы (+++) с Г-чистым мономор- 
физмом #. Ввиду утверждения (1.6) {— ретракция и 
существует такое л, что Ж=е,. Положив р=ол, 
получим равенство [==]. Обратное утверждение 
сразу следует из предложения (1.27). 

(1.29). Если Е-— свободный А-модуль, И- под- 

модуль из Е и 0—> А-—* В ">С -—>0-—точная после- 
довательность А-модулей, то эквивалентны следую- 
щие свойства: 

1) Imi&py B; 
2) если у: (>> Е- естественное вложение, то 

Im Hom (y, 2) = Im Hom (ey, )П Ип Ном (х, ев); 

3) Нот (еду, п) — эпиморфизм; 

4) модуль ЕО копроективен относительно i. 
В частности, всякая Г-чистота проективно замкнута. 

Для доказательства равносильности свойств |) и 
2) рассмотрим ве [пт Нот (е,, Пт Ном (х, ев). 
Тогда в == фЁ == уй, где go: U->A, hi: Е >В. Если вы- 
полнено 1), то ф==.ф, где ф: ЕР > А. Следовательно, 
o=yipi = Im Hom (y, 1). Таким образом, рассматри- 
ваемое пересечение лежит в [п Нот (х, Г. Обратное 
включение очевидио. Если справедливо свойство 2) и 
дана коммутативная диаграмма 

U +>F 

4 
А —> В, 

то 

o= gi =yh = Im Hom (ey, i) f} Im Hom (y, eg) = 
5 = Im Hom (y, 2. 

Отсюда gi=o=ypi, rne p: F >A и, следовательно, 
p= yp. Гаким образом, 1) и 2) эквивалентны. 
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Эквивалентность свойств 2) и 3) нетрудио вывести 
из рассмотрения коммутативной диаграммы 

| 
Hom (Сей 

(РИ, А) ————> Hom, (F/U, B) ——__-> Hom , (F/U,C) 

| 
, —_—_—_—> , —> 0-> Нот (Е, А) Нот „ (Е, В) Hom , (F,C)->0 

Нот (х, e Hom (+ ев) | 

0->Нот, (И.А), wom (fy!) , Hom и В) ———————> Нот, (0,0) А ° A 6 A 6 ° 

0->Нот А 

Эквивалентность свойств 3) и 4) очевидна. 
Утверждение о том, что Г-чистота проективно 

замкнута, непосредственно следует из эквивалент- 
ности свойств |) и 4). 

Ввиду предложения (1.29) из рассмотрения точной 
последовательности 

Homa (F/U, A)—> Homa (F/U, A/A)—> Exta(F/U, А)->0, 

где А-— инъективная оболочка модуля А, вытекает 
(1.30) Модуль А РИ-чист в своей инзективной 

оболочке тогда и только тогда, Kozda Exta(F/U, A)=0. 
Из (1,7) и (1.30) получаем 
(1.31) Следующие свойства модуля О эквива- 

лентны! 
1) О является ЕО-делимым модулем; 
2) Exth(F/U, 9) =0; 
3) модуль О инъективен относительно естествен- 

ного вложения ПИ в F. 
Из предложений (1.10) и (1.31), ввиду [6], стр. 140, 

предложение 1.2, вытекает 
(1.32) Полная прямая сумма Г-делима тогда и 

только тогда, когда Г-делимо каждое слагаемое. 
(1.33) Если И — проективный подмодуль свобод- 

ного модуля Е, то эпиморфный образ ЕПО-делимого 
модуля ЕО-делим. 

Действительно, если О — проективный модуль, 

модуль А ЕИ-делим, последовательность А4-^> В —>0 
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точна и 9: ИВ (рис. 2), то ф= ф’л, где ф’; UA: 
Применяя предложение (1.31), получаем, что ф’ = ху’, 
где 4’; Е->А, а х- естественное вложение 0 в РЁ. 
Таким образом, ф==ф/л = х(ф’л), откуда ввиду пред- 
ложения (1.31) вытекает РО-делимость модуля В. 

(1.34) Ecau T={(Fy, Ча)} и эпиморфный образ 
Г-делимого модиля Г-делим, то все Ц’ проективны. 

В самом деле, рассмотрим точную последователь- 
НОСТЬ 

0-—>К-—>А-—>В-0, 

и пусть ф: И, —В (рис, 3), Обозначим через А инъек- 
тивную оболочку модуля А, а через fj H Хх естественные 

  
Рис. 2. Рис. 3. 

1 

вложения А->А и 0,->Р, соответственно. Пусть 
т— естественный эпиморфизм АД на АЛшИ. Легко 

видеть, что ]4 == л}, где / — мономорфизм В в АЛшй. 

Из предложения (1.31) легко вывести, что А -— Г-де- 

лимый модуль. Но тогда, по условию, модуль АЛтй 
также Г-делим и, применяя предложение (1.31), полу- 

чаем, что ф{= уд, где 5: Е —>АЛтИ. Пусть & = д'ъ, 
где &': Е« —>А. Если ие Ц). и иф = ал, где а= А, то 
(aj — uyg’)t = anf — ugf = 0. CnenosatenbHo, aj — uyg’e 
=Imij. Takum o6pa30m,uyg’ ©Imj. Положив ф == 

=хГ', получим фл =фи = хает=ха =], откуда 
рх==ф. Этим доказана проективность (а. 

46



Систему # ={А,|в =} подмодулей модуля А на- 
зовем покрытием, если А=УЖА,. Модуль А назы- 
вается компактным, если из всякого его сиетного 
покрытия можно выбрать конечное. Легко понять, 
что всякий конечно-порожденный модуль компактен. 

(1.35). Если модуль Ц компактен, то прямая 
сумма любого числа ЕО-делимых модилей ЕПО-делима. 

Справедливость этого предложения вытекает из 
(1.10), (1.31) и следующего факта: 

Если ф-гомоморфизм компактного модуля А 

в прямую сумми В == > Во модулей Ве, то тф= 
Ce 

= Ba, +... + Во для некоторых индексов Oy, «24, Am 

Для доказательства обозначим через л„ проекцию 
модуля В на Во и допустим, что существует счетное 
множество индексов ©, @›,.., таких, что Афла, 5 0. 

Положим А, = {а |а Е А, афла =0 при {>}. Тогда 
со 

A= > Ay, откуда, в силу компактности модуля А, 
=] 
n—! 

A= >) Ay. Отсюда Agra, = 0, вопреки допущению. 
kel 

(1.36) Если прямая сумма Г-делимых модулей 
Г-делима, (Е, (И) ЕГ и модуль Е конечно-порожден, 
то Ц компактен. 

со 

В самом деле, пусть и=> U,. Положим Авт = 

т 

= u/d U, (т=12,...). Каждый из модулей Аш 

вложим в инъективный модуль Ош. Согласно пред- 
ложению (1.31) О. — Г-делимый модуль. По условию, 

Г-делимым является и модуль О= У О. Отобра- 

жение ф(и)= Жили, где цеЙ, а ли естественный 
эпиморфизм О на А„, можно рассматривать как 
гомоморфизм И в О. Ввиду предложения (1.31) 
ф=.ф, где х-— естественное вложение ПОЮ в F, 
а ф: Е->О. Так как модуль Е конечно-порожден, 
то тфо= А, +... +4», откуда О=0,+ ... +0. 

Пусть теперь Ё — свободный А-модуль с базой 
{x,|k GR}. Cucremy (Wg = Dy Agate |e =.0} элементов 
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из Р назовем проекционно-конечной, если для каж- 
дого А лишь конечное число коэффициентов №» 
отлично от нуля. Подмодуль О из Е назовем про- 
екционно-конечным, если он допускает проекционно- 
конечную систему образующих. Пару (Р”, И*) назо- 
вем сопряженной с парой (Е, И), если Е* — свободный 
правый Л-модуль с базой {xi |ae}, a U*—ero 

x x 

подмодуль с образующими (iz = Dd xara |R & 8}, где 

(ма = У, вх: [а = Q} — проекционно-конечная система 
образующих подмодуля 0. Заметим, что всякая 

пара (Г, 0), где Е— правый свободный А-модуль, 
a U-—ero проекционно-конечный подмодуль, может 
быть представлена в форме (ЕЁ, И) =(Е*, 1), где 
( — проекционно-конечный подмодуль свободного 
модуля Р. 

(1.37). Если Е — свободный А-модуль, U — npoex- 
ционно-конечный подмодуль в Е, пара (Е*, И*) со- 

пряжена с (Е, И) и 0>А-+В-=С-—0- точная 
последовательность АЛ-модулей, то эквивалентны 
следующие свойства: 

1) Imi & ryB; 
2) ecau xy": 0* —> Е* — естественное вложенце, то 

Im (y° @ i) = Im (eps ® #) 1 Im (x" @ e,); 

3) Cpajys @ i — мономорфизм. 

В самом деле, для доказательства эквивалентно- 
сти свойств 1) и 2) рассмотрим уе !Шщ(е„,® ИП 

|1 ( ®е„). Тогда 

у= Ух. ® ai = Yup ® dr, 

где аеА, 6, ЕВ. Отсюда, учитывая предложение 
(0.7), получаем 

gi = Di Agade- 

Положив х,й = Ь,, будем иметь гомоморфизмй: Ё-»В. 

Если ие О, то и ХА = > Ав (ХАЙ) = Ув = а, т, е. 
можно корректно определить отображение ф == хуй"; 
U —>А. Если 1) справедливо, то ф=5ф, где ф: Е > А, 
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ах: (И —>Р — естественное вложение. Пусть 
/ x,t) ==а,. 

Тогда . 
/ = > Napte, = UX) = UP = Uyxhi- = ag, 

откуда 

y= 2%, ® a,i= ох a, © a, f= Liu, @ a,j = Im (’@i). 

Если справедливо 2) и дана коммутативная диа- 
грамма 

U —+ F 

1 4 
A —> B, 

то шуй = Dy AqeXph =a,i. Orciona 

dix, Qa f= Dx Ла» ® х,Й = Diu, @ x,h. 

Ввиду условия 2) 

Xx, a,i= 2 и, Фа, = Хх © Хула 

Отсюда, в силу предложения (0.7), получаем 
/ 

аз = 2 Mapp 

/ Положив х,{ф=а,, получим соотношение 

* НохфЕ= > Лавх р = > Aap tpt = Agi = u,yh = u,gi, 

т, е. хф=ф 
Эквивалентность свойств 2) и 3) нетрудно вывести 

из рассмотрения коммутативной диаграммы 

U* @ A ———> гов 

X%* Be 

| у 9 
, ерз 1 

0 — F*@A —— Е* © В 

| | 
(FU) @ A Et (F*/U*) @ B 

  

0 
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(1.38) Если И — проекционно-конечный подмодуль 
свободного модуля Е, то модуль С является FU-nao- 
ским тогда и только тогда, когда Тог^ (Е*[Ц*, С) =0. 

Действительно, рассмотрим точную последова- 
тельность 

0—К-— P>C 0, 

где Р — проективный модуль. Тогда имеет место точ- 
ная последовательность 

0—> Tor’ (F*/U*, C) > (F*/U*) © КР" > (ЕР. 

Если модуль С является ЕО-плоским, то, по пред- 
ложению (1.37), Tors (F*/U*, С)=0. Обратно, если 

Tor} (F*/U*, С) =0 и 0—>А-*-> В >С->0 — точная 

последовательность, то имеем точную последователь- 

НОСТЬ 

C ng sry @ 

Tor’ (F*/U*, C)—> (F*/U*) @ At —> (F*/U") @ B, 

Pe Czs/,y»@ i — мономорфизм. Отсюда получаем, ис- 

пользуя снова предложение (1.37), что С — РО-пло- 
ский модуль. 

Ввиду [6], стр, 140, предложение 1.2а, из пред- 
ложений (1.15) и (1.38) вытекает 

(1.39) Если Г={(Еа, Ug)} ий все подмодули Ug, 
проекционно-конечны, то прямая сумма является 
Г-плоским модулем тогда и голько тогда, когда все 
слагаемые Г-плоские. 

(1.40) Если всякий подмодуль любого свободного 
модуля является ЕО-плоским, то 0*— плоский мо- 
дуль `). 

Действительно, пусть А произвольный Л-модуль. 

Рассмотрим точную последовательность 0 > К > в-> 
->А-—>0, где С —свободный Л-модуль. Ввиду [6], 
стр. 142, теорема 1.ба, 

Tord (F*/U*, A) & Ker (x @ #). 

  

1) В предложеииях (1.40)—(1.43) молчаливо предполагается, 
что И — проекциоиио-коиечиый подмодуль модуля F, a mapa 
(Р*, (№) сопряжена с (Ё, 0). 
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Но 

1 @i=(x" @ eg) (Cpe @ fh. 
Tak Kak K—FU-nnockHit Monysb, TO, согласно пред- 
ложению (1.38), Тог^ (Е*[(*, К) =0 и, следовательно, 
’ ® ек — мономорфизм. Но егк»+ © {— также мономор- 

физм, ибо Тог^(Р*, А) =0. Следовательно, х* ® {— мо- 

номорфизм и, значит, 

ТогА (Е*//*, А) =0.. 

Рассмотрев точную последовательность 

TorA (F*/U*, A)—>Tor*(U*, А) > Тог^ (Е*, А), 

легко понять, что ТогА(0*, А) =0. Ввиду произволь- 
ности Д все доказано. 

(1.41) Если 0* — плоский модуль, то класс ЕП-пло- 
ских модулей замкнут относительно подмодулей. 

Действительно, пусть имеется точная последова- 
тельность 

0—Д-—В — В/А —>0, 

где В — ЕИ-плоский Л-модуль. Из рассмотрения точ- 
ной последовательности 

TorA (F*, B/A)—> Tord (F*/U*, B/A)—> Torf(U*, B/A) 

видно, что 

Tord (F*/U*, B/A) =0. 

Но тогда из точной последовательности 

Tor4 (F*/U*, В/А) > Тог^ (Е*1(*, А) > ТогА (Е*1*, В), 

учитывая (1.38), получаем 

Tor’ (F*/U*, A) =0. 

Вторичное применение предложения (1.38) завершает 
доказательство. 

(1.42) Если Ц* — конечно-связанный правый А-мо- 
дуль, то класс ГО-плоских модулей замкнит отно- 
сительно полных прямых сумм. 

4* 5]



Действительно, пусть А = У" Ав, где А-модули Ав 
являются РИ-плоскими. Если О -- правый Л-модуль, 
то положим 

у (р) = XY (D®@ Ay). 
Если |; ОО’, то определим У(р: У(р)>У(р” и 
#(р): Рю А>У(р), положив 

(4. ®а)у(р=(а/ ®а,) 

[d @ (a,)] t(D) =(d @ ay). 
(а) Если С -— свободный правый Л-модуль, то 

1 (С) — мономорфизм. 
В самом деле, пусть иЁ(С)=0. Но 

т 

= (р w 2 8, ® (ау), 

где &,— элементы базы модуля С, а (af?) & A. Тогда 

cy 

2 (&, ® ар’) = 0. 

Отсюда 
т 

a g,® @ aff = 0 

для каждого В, и, следовательно, учитывая предло- 
жение (0.7), получаем (а) =0. Таким образом, и = 0, 

(6) Если О — конечно-порожденный правый А-мо- 
диуль, то Ё(Р) — эпиморфизм. 

т . 

Действительно, если О) =2 ФА. и (4, @ав) =V(D), 

т 

то d, = > dj\,,. OTctola 
i=] 

т т 

(ав ® ав) -(3 а; ® Ра = 2 (d,® AygQg) = 

-| Dd; ® (Aggie) t(D), 
jal 

что и требовалось. 
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(в) Если ху: И*— Е*-— естественное вложенце, то 
У (*) — мономорфизм. 

Пусть 5*еУ (00°) и э“У (5*) =0. Но = (25); где 

vu, = U" @A,, T. €. 

* e 

Тогда 

O= o°V 0) = (28) V(x) = (Li wig @ ам] V (x) = 
— (4 ив ® a) (x @ e4,)] = (4 (x ® Ag) ) 

05 (x @ e4,) =? 
Значит, 

для каждого В. 

Однако из предложения (1.38) ввиду точности по- 
следовательности 

0-> Tor} (F*/U*, A,) > U°@A, 
Beg, 
  >F°@A, 

H FU-n10cKocTH Moya A, BEITeKaeT, YTO X°@e4g— MO- 

номорфизм. Поэтому 9, =0 для всех В, откуда 5* =0. 

(г) Если 0—>К-— 6-0) —>0— точная последо- 

вательность конечно-порожденных правых ЛА-модулец, 

то последовательность 

V (K) > v (G) —> V (D) 
также точна. 

В самом деле, ясно, что [т У (1 = КегУ (л). Если 

д = (28) = КегУ (л), то д; (л © C45) =() qa Kaxygoro B, 

B силу точности последовательности 

Фе Te A K ® A, —*>G @ A, —*>D ® A, 0 
отсюда вытекает, что д, =Аз (1 ®е Ав). Следовательно, 

5 = (8) Уд е пУ (1), что и требовалось. 
д) Если О—конечно-связанный правый А-модуль, 

To t(D) — мономорфизм. 

  

53



Для доказательства рассмотрим диаграмму 
i@e, л®е, 

K®@A >G@A———> D@A—>0 

ик | cal | о (*) 

У (К) —"® (с) “42> vd), 
где @ и К- конечно-порожденные правые А-моду- 
ли, причем С свободен. Непосредственным подсче- 
том проверяем, что эта диаграмма коммутативна, 
а ее строки точны, в силу (г) и [Т|, стр. 194, теоре- 
ма |. Из (а) и (6) вытекает, что #(К) и Ё(р)- эпи- 
морфизмы, а {(С)— мономорфизм. По лемме о пяти 
гомоморфизмах (|[6], стр. 20, предложение 1.1), 
(2) — мономорфизм. 

Переходя к доказательству предложения (1.43), 
заметим, что из (в) и (д) вытекает, что (х*®е)Ё(ЁЕ*) = 
= #(0*)У (№) — мономорфизм. Но тогда y*@e, — TakiKe 
мономорфизм. Отсюда, используя точность последо- 
вательности 

x* @e 
0—>Tor4 (F*/U*, A) > U°@A ——*> F*@A, 

получаем, что ТогА (Е*/(*, А) =0, а это, в силу пред- 
ложения (1.38), и завершает доказательство. 

(1.43) Если полная прямая сумма любого мно- 
жества экземпляров кольца А является ЕО-плоским 
Л-модулем и модуль Е конечно-порожден, то (*— 
конечно-связанный правый Л-модуль. 

Для доказательства рассмотрим точную после- 
довательность правых А-модулей 

0>K>G—>U*—0, 

где С — свободный модуль. Поскольку Е конечно- 
порожден, то И” также конечно-порожден. Поэтому 
можно считать, что @ конечно-порожден. Пусть 
(в›..., @„}-— его база, причем &,л=и, = Ул. 
Пусть, далее, А= У" Л», где А„=Л, А- левый 

хеК 

  

А-модуль и х = x оз, © К. Конечно, ЕЁ, Е А. Тогда 
= | 

т 

0 =хл = 2 ИЕ = 2 Xo Nap San? 
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откуда 

2 Ех =0. 

Положив 

Ay = (Egy) = A (Е =], 2, ee ey m), 

получим равенства 

a (u,@a,) (x°@®e,) me 2 х®> ^ ‚а, == 2 х* ©0 =0. 

Из предложения (1.38) вытекает, что у*®е д— MOHO- 
морфизм. Поэтому 

то, 

2 и,@а,=0. 

Ввиду точности последовательности 

К А-—>С®А-—>0*® А->0, 

отсюда следует, что 

т п 

У, 8, ®а, = > 2, @ai, 
k=l jm! 

где 2, =К, ае=А. Пусть 

т 

21 = У вы 
kel 

Согласно предложению (0.7), 

п 

a, = 2 бы. 

Если а, = (&»), то 
nh 

Ex = > ыы 

Но тогда 

т п 

*= 2 Вьбри == QE; > быыь = pa Ee ebin = > 2 рн 
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т, е. система 2, ..., 2, является системой образу- 
ющих правого А-модуля К, что и требовалось. 

Обратим внимание на следующие пары предложе- 
ний: (1.29) и (1.37), (1.31) и (1.38), (1.33) и (1.41), 
(1.34) и (1.40), (1.35) и (1.42), (1.36) и (1.43). Между 
ними иместся определенная аналогия, особенно ярко 
проявляющаяся в первых трех случаях. Чтобы про- 
лить некоторый свет на это явление, рассмотрим 
для каждого Л-модуля А группу А* = Нотд(А, С), 
где Др—кольцо целых чисел, а С-— фактор-группа 
аддитивной группы рациональных чисел по под- 

группе 2. Группу А* превратим в правый Л-модуль, 
положив 

а (фл) = (^а)ф 

для а>А, фЕД*, лЕАЛ. Из равенств 

a[p (Ap)] = [(Ap) а] p = [A (ua)] p = (ua) (pA) = a [(pA) pI 

вытекает, что Д* — действительно правый А-модуль. 
Интересным являстся следующий факт: 

(1.44) Пусть И-— проекционно-конечный подмодуль 
свободного Л-модуля Е. Для того чтобы А-модуль A 
был FU-naockum, необходимо и достаточно, чтобы 

правый Л-модуль А* был Е*И*-делимым. 
Для доказательства примем во внимание сле- 

дующее соотношение: 

Exta (F/U", A”) = Homz(Tort (F'/U’, A), С) 

({6], стр. 155, предложение 5.1). Если А- РО-пло- 

ский модуль, то Е*И*-делимость правого модуля А* 
сразу следует из выписанного соотношения и пред- 
ложений (1.31) и (1.38). Применение тех же фактов 

в случае, когда А* — Е*И*-делимый правый модуль, 
дает, что Hom, (Tor; (F*/U’, A), C)=0. Ho us no- 

следнего равенства вытекает, что Т = Тог^ (Ё*1(/*, А) = 

=0. В самом деле, группа С разлагается в пря- 
мую сумму групп типа р”, по одной для каждого 
простого числа р. Если Т5ЕрТ для некоторого про- 
стого р, то сквозное отображение Т->Т/рТ —> ба, где 
0 5 а=С, ра =0, дает ненулевой гомоморфизм Тв С. 
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Если же 0 = T= pT waa Beex p, TO T — прямая cyMMa 
групп типа р” и групп, изоморфных аддитивной 
группе всех рациональных чисел ([в], стр. 149). Но 
в этом случае существование ненулевого гомомор- 
физма Г в С очевидно. В заключение еще раз при- 
меним предложение (1.38). 

Остановимся па некоторых свойствах универ- 
сальной чистоты. 

(1.45) Если 
0-—-А-* В->С->0 

— точная последовательность А-модулей, то эквива- 
лентны следующие свойства: 

1) подмодуль [пт универсально чист в В; 
2) ер ®Е является мономорфизмом для всякого 

правого А-модуля D; 
3) подмодуль Пт? Г-чист в В, где Г= {(Ек, Каз}, 

причем Е пробегает все конечно-порожденные сво- 
бодные A-modyau, a Kag — все конечно-порожденные 
подмодули модуля Ра. 

. Действительно, эквивалентность свойств |) и 2) 
вытекает из предложения (1.37). Импликация 2)=3) 
очевидна. Если справедливо 3), то из (1.37) и [rl], 
стр. 211, теорема 8.4, вытекает, что ер © {— моно- 
морфизм для всякого конечно-связанного правого 
А-модуля О. Применяя предложение (0.11) и [6], 
стр. 131, предложение 9.2 *, получаем, что ер @©1— 
мономорфизм для всех правых А-модулей О, откуда 
сразу вытекает 2). 

Кроме того, из (1.31) и [6], стр. 24, теорема 3.2, 
вытекает 

(1.46) Если ® — универсальная чистота, то всякий 
®-делимый модуль инъзективен. 

Далее, назовем подмножество $ Л-модуля А не- 

зависимым, если сумма > Л является прямой. 
bey 

Независимую систему образующих назовем базой. 
(1.47) Пусть о - универсальная чистота. Тогда 

эквивалентны следующие свойства А-модуля А: 
1) все подмодули модуля А ю-чисты в нем; 
2) максимальная независимая система любого 

подмодуля В модуля А является базой; 
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3) все подмодули модуля А являются ретрактами. 
Действительно, если выполнено условие (1) и $— 

максимальная независимая система подмодуля В, 

то положим О => ЛЬ. Пусть ЕВ \ D u I1=(D: by). 

Определим гомоморфизм #: A->B, non0xus Ah=Ab,. 
Тогда тер. Но ввиду Ч?’ р = „В. Поэтому най- 
дется такой гомоморфизм 1$: А-»р), что wh=ph 
для всех wel. Положим 6’ =b,— lp. Если Ab’ & D 
in HexoTOoporo AGA, To Ab, =Ab’ —~ Ap ED. Orciona 
АЕ! и, следовательно, 

6’ = Ab, — ap = Ah — Ap = 0. 

Таким образом, сумма РО -+ ЛЬ’ оказывается прямой, 
что противоречит максимальности системы 3. Сле- 
довательно, В=), т. е. свойство 2) справедливо. 
Для доказательства импликации 2)=3) достаточно 
выбрать максимальную независимую систему в под- 
модуле и дополнить ее до максимальной независи- 
мой системы во всем модуле. Справедливость им- 
пликации 3)=1) сразу следует из ЧО’. 

К определеиию Г-чистоты приходят Батлер и Хоррокс [53]. 
Оии подходят к иему с фуикториой точки зреиия, хотя виешие 
обобщают определеиия Кертеса [137], использующие язык урав- 
иеиий. В их работе содержится и предложение (1.29). Поиятие 
Г-чистоты использует также Штеиштрём [197]. Одиако ои огра- 
иичивается случаем, когда модуль Е фиксироваи. В его работе 
по существу содержатся предложеиия (1.24), (1.31), (1.33), (1.34), 
(1.44). Частиым случаем предложеиия (1.44) является теорема 
Ламбека [145]. Предложеиия (1.42) и (1.43) доказаиы Чейзом 
[58] для уииверсальиой чистоты. Предложеиия (1.26) — (1.28) 
доказаиы Кильпииским [140]. 

Из предложения (1.31) и результатов Кертеса [137] выте- 
кает, что для ииъективиости модуля © иеобходимо и доста- 
точио существоваиие такого свободиого модуля РЁ, что @ явля- 
ется РИ-делимым для всех U & F, 

Уииверсальиую чистоту рассматривали Кертес ([135], [137]), 
Кои [63], Кузьмииов [31 и Маддок [151]. В частиости, пред- 
ложение (1.47) принадлежит Кертесу [137], а предложеиие (1.45) 
обобщает одии из результатов Коиа. Фельдхауз [82] доказал, 
что в случае универсальиой чистоты ® прямые суммы коиечио- 
связаииых модулей и только оии являются ®-проективиыми. 

Частиым случаем Г-чистоты является чистота в группах ([и], 
стр. 88, предложеиие Н), возиикающая, если зафиксировать 
свободиую группу ЁР раига & и заставить Оа пробегать все 
ее подгруппы. В частности, при # < #, получаем серваитиую чи- 
стоту ([и], стр. 82, теорема 25.5). Некоторые свойства Г-чистых 
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подгрупп, связаиные с мощностью системы свободных образую- 
щих свободиых модулей, входящих в определеиие, рассмотреиы 
в кииге Фукса ([u], § 27). 

Если Г={(А, /)} и #={/}, то будем писать я, 
вместо =., @-инъективность вместо Г-инъективность 
HT. JL. 

Можно дать следующую характеризацию @-чи- 
стоты: 

(1.48) Пусть система © обладает свойством: если 
lef u ISJ, 20e /— левый идеал кольца A, To 
J e@'). Tozda axeueanentne ycroeun: 

1) AS, B; 

2) если bEB u (A: b)e@e@, ro (0:a—b)=(A: 5) 
для некоторого ае= А; 

3) А служит прямым слагаемым для всякого под- 

модуля С такого, что АСВ, СА= У Ла и 
(0:5;)= © при любом & 

4) А служит прямым слагаемым для всякого под- 
модуля С такого, что А=С=В, C/A=Aé u (0: Ee; 

5) если Ла- циклический A-modyao u (0: d)e@, 
TO Ла копроективен относительно естественного вло- 
жения А в В. 

Действительно, если А=.В, БеВ и (4:6) =, 
то построим гомоморфизм #: Л >В, положив |1Й=6. 
Ясно, что (А:6)й = А. Поскольку А =.В, найдется 

гомоморфизм wp: А-А такой, что М=АЙ для 
^=+(А:Ь). Если Шфе=а, то легко проверить, что 
(0:а—5)=(А:6). Допустим теперь, что выполнено 
условие 2) и /=©. Рассмотрим коммутативную 
диаграмму 

1- Л 

1 4 
A—>B. 

Пусть b=1h. Econ AGI, To AD=A(Lh)=Axh= Ag, 
t.e. [=(A: 5) (3necb A oToxKaAecTBIeHO c Ai). Ввиду 
условия на © (А:реХ. Пусть (0:а—5)=(А: 65). 
>   

') Это условие используется только при доказательстве им- 
пликации 2) = 1). 

59



Положив 1ф=а, для всякого А =/<= (А: 5) =(0:а—65) 
получим соотношение 

hyp = A (Lip) = Aa =Ab = Ag. 

Таким образом, уф =ф, т.е. 2)=>1). 
Пусть выполнено условие 2) и С удовлетворяет 

условиям пункта 3). Тогда для всякого { существует 

такое с, © б., что (0:с;) == (0:с;). Ясно, что А [] У Ле, = 0, 

откуда C=A+ У Ас.. Таким образом, 2) =3). Имп- 
ликация 3) =>4) очевидна. Пусть выполнено 4), фе В 

и (4:5) =Ф. Положим С=АЬВ, где 6=6+A. Onpe- 
делим С из равенства С=С/А. Тогда C=A+(C). 
Если при этом 6=а-+6,, то, очевидно, (0:а— 5) = 
= (0:5,) = (А:5), т. е. выполнено 2). 

Эквивалентность свойств 1) и 5) вытекает из пред- 
ложения (1.29). 

Из предложения (1.48) нетрудно получить 
(1.49) 2-чистота, где 9 обладает свойством, ука- 

занным в формулировке предложения (1.48), цикли- 
чески проективна. 

Действительно, пусть А-— А-модуль и аеА. По- 
ложим 

Ла, если (0: а) =?’ 
Р. = 

[Л, если (0:а) ег. 

Далее, обозначим через л, естественные эпимор- 
физмы Р. на Аа, а через х— продолжающий их эпи- 

морфизм модуля Р = > Р. на А. Ввиду предложе- 
aS 

ния (1.48) циклические модули Р. являются @-проек- 
тивными. Пусть теперь 05=рЕЁР, (Кегх: р) Её и 
д(р) =а. Тогда в Р существует элемент а, у которого 
а-тая координата равна а, а остальные — нулю. По- 
скольку р-аеКегл, то соотношения (Кегл:р)= 
= (0:а) =(0:а)=(0;(р-а)-р) позволяют заклю- 
чить с помощью предложения (1.48), что Кегх ¢P. 

Из (1.6) и (1.49) вытекает 
(1.50) Всякий -проективниый модуль является пря- 

мым слагаемым прямой суммы циклических 9’-прое- 
ктивных модулей. 
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(1.51) Если ‘2 — некоторая система конечно-порож- 
денных левых идеалов кольца A, то @-чистота 
инъективна. 

Расчленим доказательство на ряд этапов, Кроме 
того, введем обозначения: {— мощность кольца A, 

ш=иК о, где п— мощность системы , и = 21, 
а) Если АВ и мощность В|]А не превосходит 

b, ro найдется такой модуль D, uro AL D&¢B u 
мощность П/А не превосходит В. 

Для доказательства положим Пу =А и допустим, 
что построена такая последовательность модулей 

DSD, Ss... SDa-; 

что мощность РИА не превосходит В и для всякой 
диаграммы 

| ——_—_—_>A 

1 | 
р;:-1 —>> р, >В, 

где [= а строки — естественные вложения, най- 
дется гомоморфизм &;: ЛА->Оь, ограничение кото- 
рого на / совпадает с |. Пусть Н = Нот (АЛ, В|Оь-,). 
Каждой коммутативной диаграмме 

[—~sA 

АМ: | kp 

0— D,-; —> B > B/D,-, > 0 

  

соответствует AGH. [na kaxgoro ne sbi6epem no 
о У 

одной диаграмме АХ (если она существует). Обо- 
значим через №, получившееся множество индексов V 

и положим D.=D_,+ 2 Img. Ecau, masee, 
veN, 1e¢ 

дана диаграмма АГ * то для некоторого уе=М,; имеем 
gMn= gin. Следовательно, 12—18 =4 где 

d@D,_, Положив 1ф= 18” — 41, определим гомо- 
морфизм 1: A->D,. Тогда для ЕЁ е=/ получаем Еф = 

= 90 —Е4=Е5. Мощность О,„[А не превосходит 
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©о 

166 =В. Модуль р=(] р, обладает нужными свой: 
i=l 

ствами, поскольку при любом oToOpaxenuy f: [> D 
подмодуль [т{ принадлежит D, ‘WIA HeKOTOporo п 
в силу конечно-порожденности идеала [е= ©’. 

6) Если А=вВ и мощность В]А не превосходит 
6, то найдется трансфинитный ряд 

А=4=А =... = Аая=... = Ао= В 

такой, что Аа=зВ для всех a>0, A= U Ав для 
В<а 

предельных а и мощность модуля Азм/Аз не пре- 
восходит № для всех а>0. 

Действительно, обозначим через А, модуль РО, 
построенный в пункте а). Допустим, далее, что для 
всех В<а модули А, построены. Еели а предельное, 

то положим Ав= И Ав. Ввиду предложения (1.24) 
< а В 

Аа =зВ. Если в«— 1 существует и Да- = В, то выбе- 
рем b6@B\A,.,. Применив а), найдем такой мо- 
дуль О, что Аа + ЛЬ = р В и мощность Ри/Аз, 
не превосходит В. Остается положить А’ =р. 

Из 6) и Ч2’ без труда выводится: 
в) Если модуль @ инъективен относительно всех 

таких чистых мономорфизмов 1: А-» В, что мощность 
модиля В!А не превосходит В, то О г-инъективен. 

г) @®-чистота инъективна. 
Для доказательства обозначим через (А) мно- 

жество всех @-допустимых над модулем А диаграмм, 
в которых мощность модуля @ не превосходит В. 
Положим @,=А и допустим, что построена транс- 
финитная последовательность модулей 

4 =... == ..., 

где Ов<= +. при В<0<а и для каждой диаграммы 

V—>G 

| 
Qs 

из D(Q,) waligetca Tako roMomophusm g:G—>Q gH 

(В+1<а), ограничение которого на.У совпадает с }. 
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Если а предельное, полагаем О. = U Q,- Ilo (1.25), 
B<a@ 

Qg=¢Qc. Ecun a—1 существует, рассматриваем 
диаграмму - 

VG 

м (+) 
Qa-1 ’ 

где У=ХИ, и б=»0.- прямые суммы всех со. 
ответствующих модулей У., и С, принадлежащих 
диаграммам из ®(Qo-:), причем У, = С.. Пусть 

#: @. >Сип,: @ > G, — естественные мономорфизмы 
и эпиморфизмы соответственно. Если / е ©’ и имеется 
коммутативная диаграмма 

[>A 

| | 
; у 

V—>G, 

то из коммутативности диаграммы 

[2A 

ы] = 
У, >С. 

вытекает, что Кл} = 76, для подходящего 0,: A-> 

— 0-1. Пусть 3 = {у| Ил, = 0}. Ясно, что это конеч- 
ное- множество. Положив 9 = x 9, получим 

хе = 2 x8, => bmi, Е]. 
Следовательно, днаграмма (x) &- допустима над @- 
и найдется ©-чистый мономорфизм {: О. > В, ука- 
занный в предложении (1.26). Нетрудно проверить, 
что можно положить @„=В. Пусть ® — наименьший 

трансфинит мощности, большей, чем ey Q= UJ Qu. 

Ввиду (1.25) А= 30. Если диаграмма nse 

V->G 

(v2) 
Q 
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&-допустима над О, где мощность модуля G He 
превосходит В, то п] = О, для некоторого В< 8. 
При этом можно считать, что диаграмма 

V->G 

| 
Qs 

допустима над @,. В противном случае можно взять 

такое 6, где В<6<@®, что для Ох это уже выпол- 
нено. Отсюда и из построения модуля © следует, 
что диаграмма (*+*) замыкается. Поэтому из (1.27) 
и в) вытекает, что модуль О &-инъективен. 

(1.52) А = л^В тогда и только тогда, когда АВ] А= 
= AA. 

Действительно, mycTb AB(}A=AA. Рассмотрим 
коммутативную диаграмму 

ЛА-*- Л 

{+ 
А-В. 

Пусть lh=b. Отождествляя А с Ai, получаем 
ЛЬЕАВПА=АА. Отсюда Аф=Аа, где ае А. Пола- 
гая |^=а, нетрудно проверить, что ф= уф. Следо- 
вательно, А <= л^В. Если, наоборот, А = л^В и ADEA, 
то, полагая 11 =}, получаем АЙ еА. Обозначив че- 
рез ф ограничение й на ЛА, найдем такой гомомор- 
физм 1: Л ->Д, uTo p= yp. Ecau lp=a, то 

ла = Мф = Ap = Ah = Ad. 
Таким образом, АБ ЛА, что и требовалось. 

Из (1.52) вытекает 
(1.53) Для ЛА-делимости А-модуля О необходимо 

и достаточно, чтобы gE AQ, если (0:A)qg=0. 
Действительно, допустим, что модуль ©) обладает 

указанным свойством. Пусть 4 <= АОПО, т. е. 4=44, 

где д принадлежит инъективной оболочке © модуля О 
([Г], стр. 138) и &€@(0:A). Torna & =&(AG)=0. 
По условию, 9==^0. Таким образом, 40NQ= AQ. 
Из предложений (1.7) и (1.52) вытекает, что мо- 
дуль О АА-делим. Наоборот, если О является 
ЛА-делимым модулем, де и (0:4)4=0, то можно 
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определить гомоморфизм ф: ЛА —> 9, положив (&^) ф= 
= 5. Продолжая ф, согласно (1.31), до гомоморфизма 
yp: Л-> О, получаем, что да=Аф=А(1$) ЕАО. 

Выделим в кольце Л некоторое множество $ та- 
ких элементов $, что г($) =0. Пусть &; = {As |s & S}. 
Элемент а из Л-модуля А назовем $-периодическим, 
если 5а =0 для некоторого $ =$. 

(1.54) А-модуль С является @gnaockum тогда и 
только тогда, когда в С нет ненулевых $-периоди- 
ческих элементов. 

Действительно, допустим, что С есть &5;-плоский 
Л-модуль, с =С, $ =0и $==5$. Тогда в точной по- 

следовательности 0->К-—Е-—”>С-»>0, где Р- сво- 
бодный модуль, должно быть К =«‹Р. Если уп=с, 

то ввиду (1.52) найдется такой элемент х <= К, что 
5х =$у. Отсюда х=у, а значит, с=0. Пусть теперь 
из равенства $с =0, где $35, се С, всегда следует 
с =0. Рассмотрим точную последовательность 

0—>А-—>В-—>С->0. 

Если $5 =5, реЕВ и 56 =а==А, то легко видеть, что 
р=А. Таким образом, 3В | А=зА для всех $ 5. 
Применяя предложение (1.52), получаем А = +. В, что 
и требовалось. 

Остановимся теперь на исследовании &-чистоты 
для случая, когда 6 — радикальный фильтр. 

Из (0.4) и (1.31) вытекает 
(1.55) Если #- радикальный фильтр, то &-дели- 

мые модули образуют класс инъективных объектов 
плотной моноинбективной структуры. 

Пусть &’— система левых идеалов кольца Ли 
А-—подмодуль Л-модуля В. Мы скажем, что мо- 
дуль Д &-плотен в В (или что В — #-существенное 
расширение модуля А), если для всякого ненулевого 
ре В имеет место (А: Б) = u (A: b)b~ 0. 

(1.56) Если &’— радикальный фильтр, то модуль 
A &г-плотен в В тогда и только тогда, когда А плотен 
в Ви &-делимые модули инзективны относительно 
естественного вложения А в В. 

В доказательстве будем использовать обозначения 
предложения (0.4). Пусть 7: А >В — естественное вло- 
жение, 1т{ плотен в Ви |= (см. (1.31) и (0.4)). 

5 А. П. Мишина, Л. А. Скорняков 65



Найдем эпиморфизм с: В >С, указанный в опреде“ 
лении класса Sy. Если Кегс >20, то, в силу плот- 
ности Д, 052 Кег с | п{ < (Кег {с){, что невозможно. 
Следовательно, с— изоморфизм. Поэтому (Ип}: 5) =? 
для всех ре В. В силу плотности, имеем ([1т7:6)=0. 
Таким образом, модуль А #-плотен в В. Обратное 
утверждение сразу следует из предложения (0.4). 

(1.57) Если & — радикальный фильтр, модуль А 
@-плотен в В, а В г-плотен в С, то А г-пло- 
тен в С. 

Действительно, учитывая предложение (1.56), не- 
трудно проверить, что А плотен в С, после чего 
остается только трижды применить (1.56). 

(1.58) Если #?— радикальный фильтр, А= ВЕС, 
модуль А @г-плотен в Си В г-делим, то В=С. 

Действительно, если сеС\В, то /=(В:с)=> 
—>(А:с) и, следовательно, / =&’. Равенство Аф = Ас, 
где А == [, определяет гомоморфизм ф: /-» В, который, 
в силу @-делимости модуля В, можно продолжить 
до гомоморфизма 1ф: Л->В. Пусть 5 =14. Если 
b+ic=b’+Ne, roe b, b° EB, A, NEA, TO b-b’ = 
= (Vv —A)c=(AN’—A) by. Tlostomy можно определить 
гомоморфизм @: B+Ac—->B, положив (b+Ac)o= 
=b+Ab,. Tak kak bo=b gis Bcex D&B, To B oxka- 
зывается ретрактом Mogyin B+Ac. O3TO, однако, 
противоречит плотности модуля В в В-+Ас, выте- 
кающей из плотности А в С. 

(1.59) Если &-— радикальный фильтр в кольце Л, 
В — Л-модуль и А-— его подмодуль, то эквивалентны 
следующие свойства модуля В: 

1) В является максимальным #-существенным 
расширением подмодуля А; 

2) В— минимальный &-делимый модуль, содер- 
жащий А; 

3) В-г-делимый модуль, являющийся &-суще- 
ственным расширением подмодуля А. 

Докажем импликацию 1)=>)2). Из предложений 
(1.55) и (1.56) вытекает существование такого &-дели- 
мого модуля С, что В &-плотен в С. Применяя (1.57), 
убедимся, что В =С, т. е. В оказывается &-делимым 
модулем. Минимальность модуля В сразу следует 
из (1.58). Если справедливо условие 2), то, восполь- 
зовавшись предложениями (1.55) и (1.56), найдем 

66



@-делимое @&-существенное расширение Д модуля А. 
Ввиду (1.56) естественное вложение АД в В можно 
продолжить до гомоморфизма g: D->B. Tak как 
Кеге ПА =0, то в — мономорфизм. Ясно, что ша — 
&-делимый модуль. Если Img = В, то мы вступаем 
в противоречие с минимальностью В. Следовательно, 
модуль А &-плотен в В, т. е. В обладает свой- 
ством 3). Справедливость импликации 3)=1) сразу 
следует из предложения (1.58). 

Разумеется, $-чистота пользовалась наибольшим вниманием. 
Маранда [153] рассматривал $-чистоту в случае, когда Л — ком- 
мутативная область главных идеалов. Частными случаями %-чи- 
стоты являются уже упоминавшиеся слабо-сервантная чистота 
([и], $ 28) и сервантная чистота, возникающие, если $ пробе- 
гает все максимальцые идеалы кольца целых чисел и все нену- 
левые идеалы кольца целых чисел соответственно. Нетрудно до- 
казать, что в случае коммутативной области главных идеалов 
для каждого набора $ идеалов, порожденных степенями простых 
элементов, существует $-чистый мономорфизм, не являющийся 
$’.чистым HH для какого отличного от $ набора $’ идеалов, 
также порожденных степенями простых элементов. Мегиббен [161] 
выяснил, для каких групп всякая слабо-сервантная подгруппа 
сервантна в них. Для любого набора $ идеалов кольца це- 
лых ° чисел, порожденных степенями простых чисел, Рохлина 
нашла необходимые и достаточные условия, при которых всякая 
Ф-чистая подгруппа данной группы служит для нее прямым сла- 
гаемым, Аналогичные условия для сервантной чистоты были 
ранее найдены Черниковым [26]. Однако эти условия связаны 
со спецификой кольца целых чисел, Прохазка [176] рассмотрел 
также вопрос, когда для любой сервантной подгруппы Н 
группы @ без кручения существует прямое разложение @=А- В, 
где ASH, Boe (/Н. Предложения (1.56) — (1.58) имеются 
у Сандерсона [192], а (1.51) —у Кильтинского [140]. Предло- 
жение (1.59) доказано Марандой [154]. Доказательство, изло- 
женное в тексте, принадлежит Сандерсону [192]. Исследованию 
ч-чистоты посвящена статья Гельцера [110]. Им доказаны част- 
ные случаи предложений (1.31) и (1.33). Основное содержание 
его работы относится к случаю, когда $ — радикальный фильтр. 
Для этого случая он выясняет, когда %-инъективность модуля 
равносильна %’-инъективности, где $’-— система, состоящая из 
всех проективных конечно-порожденных левых идеалов из $. 
Понятие %-чистоты для случая, когда $ — множество всех глав- 
ных левых идеалов, встречается у Хаттори [104] и Кертеса rel} 
доказавших, среди прочего, частные случаи предложений (1.31), 
(1.38) и (1.53). Левич [18] рассматривал $-чистоту в случаях, 
когда $ состоит из одного главного левого идеала, или из глав- 
ных левых идеалов, порожденных степенями одного элемента, 
или из всех главных идеалов. Капланский ([130], теорема 3) 
доказал, что %$-чистый подмодуль В модуля А над дедекиндо- 
вым кольцом А, где $ -— совокупность всех его идеалов, выде- 
ляется прямым слагаемым, если А/В — прямая сумма циклических 
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\-модулей и конечно-порожденных модулей без кручения 
ранга 1. Для случая модулей над коммутатнвной областью глав- 
ных ндеалов некоторые результаты о разложениин У-чистого 
подмодуля модуля, разлагающегося в прямую сумму модулей 
ранга 1, получили Бэр ( [в], стр. 197—200; [и], стр. 164-165), 
Эрдеш ([и], стр. 166), Колеттис [142] и Фуке ( [85], ч. Г). Ре- 
нольт [186] использовал У-чистоту в случае, когда $ состонт нз 
всех максимальных левых ндеалов кольца Л. 

Пусть снова &’— некоторая система левых идеа- 
лов кольца Л и А-— подмодуль Л-модуля В. Поло- 
жим А=зВ, если [В ПА=ГА для всех Ге. 

(1.60) Отношение <= обладает свойствами Чо’, 

Ч1”, Ч2, Ч3* и 44’, 
Действительно, справедливость свойств Ч0’, UI’, 

Ч2, Ч4’ проверяется, как для обычной сервантности 

([в], стр. 159). Для проверки свойства Ч3* рассмо- 
трим коммутативнуло диаграмму 

0 0 

| 
0—>К—>1 —>М 

"| | 
O-K—+>A—>B 

| | 
у у 

p—2sD 

J 
0 0 

с точными строками и‘столбцами. Легко проверить, 
что В = Ав + М. Поэтому если т = » Мвь, где т е М, 
b, EB, 4,E1E8%, 10 m= DA, (a,0+m,), roe а, Е А, 
т = М. При этом У а, =Г, и если Г = 2А, то 

Ума, = УнИ» гдер, E/, 1) EL. Разумеется, /юеМ, 

откуда т е=[М, что и доказывает ЧЗ*. 
Таким образом, отношение =а определяет би- 

треугольную чистоту, которую будем называть @-чи- 
CTOTOH. 
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(1.61) Пусть г ={А\}, причем все №\ принадле- 
жат центру © кольца А. Тогда соотношения А = 

и А= „В равносильны. 

В самом деле, пусть 4 = 6. Если А = эВ и ЛА, 
то рассмотрим коммутативную диаграмму 

AN—> A 

ol IE 

A —>B. 

Если lhe=b, To Abe AABN) Ai=AAAi. Tlostomy 

Ab = Di p,Aa, = 42>) U,a,, где а, Аг. Следовательно, 
АвеАД? и, согласно (1.52), А.В. Наоборот, если 

А=3В, Але и а=< ААВПА, то a= Ур, = 
—=А У цьбь, где и, ЕЛ, в, е В, т. е, ае=АВ ГП Ай. Но, 
в силу (1.52), а=Аа’, где а’е= А. Таким образом, 
ЛАВПА=АЛА, т. е. А= 2В. 

Определение $-чистоты имеется у Маранды [154]. Басс 
( [42], стр. 477, предложение 4.7) установнл связь между %-чи- 
стотой н замкнутостью подмодуля Г). Из одного результата 
Нунке ([165], лемма 5.2) можно вывести, что в случае модулей 
над дедекиндовым кольцом %$-чистота проективно замкнута. 
В той же работе ( [165], теорема 5,1) для дедекиндовых колец 

установлены некоторые свойства, эквивалентные $-чистоте, Не- 

которые свойства %-чистоты в случае коммутативных колец 
установили Бессер и Микали ( [45], [46]). 

Пусть © — некоторый класс модулей, замкнутый 
относительно эпиморфных образов. Положим А < ъВ, 
если Д=В и А служит прямым слагаемым для вся- 
кого подмодуля $, ге А=$<В и З/Ае=®. 

(1.62) Отношение <. обладает свойствами ЧО’, 

Yl’, 42, W3*, 44’. 
Действительно, свойство Ч0’ очевидно. Пусть 

теперь А<оВ, В<.С, АЗС и $[Ае®. Из 
  

') Если Ме В, то положим М’ = (ф| фе Ном (В, Л), хф=0 
для всех хе=М} и М” = {6 | фе В, 6ф=0 для всех фе М}. Под- 
модуль М называется замкнутым, если М” == М. Заметим, что 

замкнутость подмодуля М равноснльна равенству М = П Кегф, 
феФ 

где Ф = (ф| фе Нощ (В, Л), Мф =0}, 
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существования естественного эпиморфизма ф: 5/А -> 
->($ +В)/В вытекает, что ($+В)/В = ®, откуда 
$+В=В- К. Пустьй $ >В +Кил: В+К->В- 
естественное вложение и проекция соответственно, и 
пусть М = [п ж. Отображение #х индуцирует эпимор- 
физм 1$: 5/А—> М/А. Отсюда М/А=<= © и, следова- 
тельно, М = А - Е. Но тогда $ = М+К=А-+Е- К, 
откуда $ =А-+$П(Е-К). Таким образом, свой- 
ство Ч]1’ выполнено. Для доказательства U2 допу- 
стим, что А=В и для гомоморфизма 1: В ->С, где 
АП Кегу =0, имеет место соотношение Аф < ‹С. Если 
A=S&B u $/А== ©, то $4/Аф = ®. Отсюда $ = 
= Аф-+ Д”ф, где Кегуф = 4’ В. Тогда S=A+A’ 
Если а= АПА’ то ае АП Кегф =0, т. е. 
АВ. 

Обратимся к доказательству свойства Ч3*. С этой 
цельыо рассмотрим коммутативную диаграмму 

0 0 

1 | 
0—>К-—>1, —->М 

| е 

  

к у 

0—>К-—>В —>С 

д «| 
у е 

D—+D 

0 0 

с точными строками и столбцами. Будем считать, 
что [= В, МС. Допустим, что Ё <оВ. Тогда тре- 
буется доказать, что МС. Пусть Мез<с и 
$/М =. Если S’=(Sfiimo)a!, to L&S’'SB и 
существует естественный гомоморфизм р: 5’/Г. > 5/М. 
Если $=5, то для некоторого БВ имеем st = 
= рл = рот. Отсюда s—bo GE MGS, t. e. bE S’. Ho 
(В +Г)р=Ьо -+М = $-М, т.е. р— эпиморфизм. Если 
($ +7)р=0, то 5’л= 5'’0т=0, т. е. ’ EL. Tlostomy 
р — изоморфизм и, следовательно, $’/Г, = ©. Отсюда 
S’=L+T u легко видеть, что $ =М-+ То. Если 
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teT u ю «М, то м=Юют=0. Отсюда ЕЕЁПТ=0. 
Таким образом, $ = М- То, т. е. Мж ъС. 

Остается доказать U4’, Пусть К = А=В, К<ъВ, 
AIK<oB/K, ASSS&B xu 5$5/Ае®. Так’ как 
(S/K)(A/K) = S/A EG, to S/IK=A/K +L/K для неко- 
торого Г. Но L/K&S/Ae@®&. Поэтому L=K+M., 
Отсюда $ =А+Ми А|М=АПЕПМЕкКПМ=0, т. е. 
ASB. 

Из предложения (1.62) вытекает, что отношение 
< определяет битреугольную чистоту, которую будем 
называть ®-факторной. 

(1.63) Пусть ® — ®-факторная чистота. Тогда для 
любого А-модуля А существует ®-кочистый эпимор- 

физм ф: Р->А, где РЕЕ-- > G,, Е — свободный мо- 
дуль и 4 Е при всех а. Модуль Р о-проективен, 
т. е. ® — проективная чистота. 

Действительно, пусть {Со} — совокупность всех под- 
модулей модуля А, принадлежащих классу ©, и 
ig: Gy А —естественные вложения. Возьмем эпимор- 
физм [: Р-> А, где Е -— подходящий свободный мо- 

дуль, и положим РЕР- > С. Далее, рассмотрим 

эпиморфизм т: Р -—> А, где ф={!-- У. Если К = Кегф, 
К=$=Ри $/К = ®, то $ = © и, следовательно, 
St) = Ц, для подходящего индекса В. Пусть /: @,—>РЬ— 

естественное вложение. Определив гомоморфизм 
ф: $—Р равенством 5$ф =5$— 54] для всех $5, по- 
лучим равенства 

5фф = 5ф — ф/ф = sp — sp = 0. 

Таким образом, ф можно считать гомоморфизмом 
молуля 5 в К. Если хеЕК, то хф=х- хф] = Хх, т. е. 
модуль К оказывается ретрактом в $. Этим дока- 
зано, что К<оР. Последиее утверждение предложе- 
ния (1.63) сразу следует из предложений (1.5) и (1.6). 

(1.64) Пусть о — ©-факторная чистота, А, В- А-мо- 
дули, {В.} — совокупность всех подмодулей модуля В, 
лежащих в ®, и g,: Ext) (B/B,, A) Ext) (B, A) — 
гомоморфизмы, индуцированные естественными эпи- 
морфизмами п: В -—> В!Ва. Тогда 

wo Ext, (B, A)=f] Imq,. 
а 
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В самом деле, для любого а из точности цосле- 
довательности 

0-—> B,—> B —2> B/B,—>0 
вытекает точность последовательности 

Ext (В/Ва, А) ~¢> Ext) (B, A)—2> Ext (By, А). 
Расширение 

E: Q0-A-G->B>0 (x) 

i 
лежит в © Ех (В, А) тогда и только тогда, когда 
точная последовательность 

0->А->5-5/А-—>0 (#2) 
расщепляется для любого $ = @, где А== $, 5$ /А = ®. 
Но если $/А = ©, то существует такой индекс &а, что 
$ /А = Во. Ввиду коммутативности диаграммы. 

Expy: 0 —А->5->В.-—>0 

| | 
у у у 

Е: О >> А С-—>В->0, 

где ;— естественное вложение, из [г], стр. 91, лемма 
1.2, следует, что представителем‘ элемента Е\фр. группы 

i 
Ех (Во, А) можно считать последовательность (**). 
Эта последовательность расщепляется тогда и только 

тогда, когда Е <= п ф.. Следовательно, ® Ех (В, А)= 
= Г [п Фо. 

a 

Если §¥{—kKaacc Moye, 3A4MKHYTbHIH OTHOCHTebHO 
подмодулей, то положим А< УВ, если из SSA UN 
А!$ =’ всегда следует, что А/$ служит прямым 
слагаемым для В/$. 

(1.65) Отношение <” обладает свойствами ЧО’, 

YI’, 42, Ч3*, ЧА’. 
Действительно, свойство Ч0”’ очевидно. Пусть 

Ax"B,B<"C, SSAUA/SEN. Torna B/S=A/S + 
+A’/S. Orctona B/A’ =(B/S)KA’/S)s A/S EN. Cae- 
довательно, C/A’=B/A’+ B’/A’. Ho torga C/S = 
—=В][5 + В'|$ + А’|$ = А]|$ + В'!$. Пусть а+ $ =’ 5, 
где аед, Б’еЕВ’. Тогда a=b’+s, rae sES, 
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откуда а + 4’ =’ +’. Отсюда а= Л", т. е. а +$ = 
= (А!5)П(4’!$) =0. Таким образом, свойство U1’ BBI- 
полнено. . 

Для доказательства Ч2 допустим, что АВ, 
1: В —> С — гомоморфизм, где АПКегф=0, Аф— "С, 
$=Аи AJSENR. Torna Ap/Spe A/S |], orxyna 
C/Sp = Ap/Sp+AJSp. Tlonoxum A” =(A/ Imp) py". 
Для b&=B uMeem bp=ap+a’, rneaGA, a’ E&A’,T.e. 
b=ata”’ +x, roe a” & Д”, хе Кегф. Следовательно, 
B/S =A!S +(A” + Kerp)/S. Если а=а”-+х-+ $, где 
аелЛ, а’ А”, хе Кегф, 5=5, то аф=а”ф + $$, 
т. е. 

arp + Sp= ap + Sh = (44/59) П (7/5) =0, 

откуда а=5. Таким образом, 

B/S = A[S +(A”+Ker)/S, 

и Ч? выполнено. 

Для доказательства Ч3* рассмотрим ту же ком- 
мутативную диаграмму с точными строками и столб- 
цами, что и в (1.62). Допустим, что «ТВ, и пусть 
$=М, М/$ =». Если 5'=($ |Ипо)в!, то суще- 
ствует гомоморфизм p: B/S’—>C/S, roe (6+S) p= 
=bot+S. Ecnu boG&S, то 6 ES’, T. e. p— MOHOMOp- 
usm. Ecau JEL, To (l+S’)p=lo+S EMIS, orxyaa 
[15' =. Следовательно, В/5’ = [157 + [/|5'. Для 
любого с =С существует такое $ =В, что ст = рл = рот. 
Orciona c—boeEM, c=botm =lo+l/o+m, где 
[== [., / = Г’, т, т’ М. Но тогда с-+ $ = (6-+т-$)+ 
+ (Го + $), где о+т-+3$е М], Го $ =(Г-+ 5, 
т.е. С!$ =М/$ + ([//5)) о. Если ГеЕГ/ и Го М, то 
'n=lor=0, Tt. e. MEL. Ho тогда Ге5’. Таким 

образом, С/$ =М[$ + ([/|5’)р, т. е. ЧЗ* выполнено. 
Обратимся к доказательству свойства Ч4’. Пусть 

KSASB, K<"B, A/K<"B/K, SSA uw A/SSN. 
Tak Kak KA(KMS)S(K+SYSSA/S, To BAKNS)= 
=K(KNS)+LAKNS), rae KNSSLSB. Orciwna 
B=K+Lu KQ\L=Kf\S, a taxxe A=AQ(K+L)= 
=K+ANL. Ecru k+l=h'4+l'+5s+k", roe Bk, РЁ’, 
К” =К, [, VEGANL, sESNL, to l—’—s=k'+ 
+k” -—-kREK(MLG&S. Cnenopatenpuo, /—l’e&S. YTo 
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позволяет определить гомоморфизм ф: 4/($ ПЕ +К)-—> 
— А/$, положив 

[@-+($ ПЕ+К)] ф=1+5, 

где а=^+ [1 ЕЕК, [Е АПГ. Легко видеть, что ф— мо- 
номорфизм. Отсюда следует, что (4/К)/[($ ПЕ-+К)/К] == 
= АЗ ПЕ-+К)=У%У. Поэтому 

В/($ ПЕ +К) = 4/($ ПЕ +К)-+ Б($ ПЕ +К), 

где эп +К = РВ. Отсюда р=рПВ=р П(К-+Е)= 
= К+РПГ и, следовательно, 

B=A+D=A+K+DQL=At+DQL. 

Ho AN(DAL+S)=ANDNALA+S=(SAL+K)AL+S= 
= ПЕ+КПЁ+$<=5. Поэтому 

B/S = A/S +(DQL + SYS, 

т. е. A<"B. 

В силу (1.65), отношение <” определяет битре- 
угольную чистоту, которую будем называть %-ко- 
факторной. 

(1.66) Пусть о — Я-кофакторная чистота. Тогда для 
любого А-модуля А существует ®-чистый мономор- 
физм ф: А-—>О0, где О — о-инъективный модуль, т. е. 
® — инъективная чистота. 

Для доказательства обозначим через А инъектив- 
ную оболочку модуля А и рассмотрим множество {Ка} 
всех таких подмодулей модуля 4, uto A/K,S 3. 
Пусть ло: А->А/Ка- естественные эпиморфизмы и 

0=А-- У" А/К. Равенства аф = (а, (ап.)) определяют 
мономорфизм Фф: А->О, который индуцирует моно- 
морфизм ф: 4/$->0/$ф для всякого $ =А. Если 
AJSSEN, To S=K, для некоторого индекса В. Опре- 

делим эпиморфизм о: О —> 4/5, положив (а, (ал) ) в = 
= Agila. Так как 5$фо =0, тов индуцирует эпиморфизм 

0: 915ф-> 4/5. При этом (а + 5) фб = (аф + 5$) 6 = ал; 
для всякого ае А, т. е. A/S — petTpakT B Q/Sq. Этим 
доказано, что ф — ®-чистый мономорфизм. Из (1.5) и 
(1.6) вытекает ®-инъективность модуля 0. 

Рассуждениями, двойственными проведенным при 
доказательстве предложения (1.64), доказывается 
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(1.67) Пусть ® —Э-кофакторная чистота, А, В- 
Л-модули, {Ка} — совокупность всех таких подмодулей 
модуля В, что ВК, Е%, и ф.: Ext) (A, K,)> 

1 ® 

— Ехёл (А, В) — гомоморфизмы, индуцированные есте- 
ственными вложениями Ко в В. Тогда 

@ Ext) (A, B)= П Im @,- 
a 

Понятие ®-факторной и Nt-koaxTopHow wHcToTH предложила 
Уокер [205]. Ею доказаны предложения (1.62) — (1.67), а также 
соответствующий частный случай предложения (1.3). Если 

— класс всех конечных групп, то как 5-факторная, так н 
-кофакторная чистота совпадает с сервантной чистотой. Первое 

утверждение содержится в [н], стр. 82, следствие 25.4, для дока- 
зательства второго достаточно провести рассуждения, совершенно 
аналогичные доказательству теоремы 24,9 в [и], стр. 81. Тот же 
результат получится, если в качестве $ взять класс всех групп, 
порядки элементов которых ограничены в совокупности ([и], 
стр. 44, теорема 11.2; стр. 82, теорема 25.2 и следствие 25.4; 
стр. 81, теорема 24.9). Отсюда, из (1.64) и леммы Бэра ([и], 
стр. 244, лемма 63.1) можпо получить следующий известный 
результат ([и], стр. 246, предложение №): если ® — сервантная 
чистота, то 

о Ехе (В, 4)= [Г] Ext (B, A). 
0 52пер 

Пусть А — дедекиндово кольцо, $ — система его левых идеа- 
лов, содержащая вместе с каждым идеалом все ббльшие, и 
% — класс всех А-модулей А, для которых ГА =0 при некотором 
Ге. Тогда как б-факторная, так п %-кофакторная чистота 
совцадает с %-чистотой ( [165], теорема 5.1). 

Отношения, близкие к @®-факторной и »-кофакторной чистоте, 
рассматривал Фукс [91]. Пусть А — некоторая группа. Обозначим 
через 3 ндеал в структуре всех ее подгрупп, а через ®„ — дуаль- 

ный идеал (фильтр). Скажем, что А <. В (А <2 В), еслн А — под- 

группа в Ви А выделяется прямым слагаемым из всякой под- 
группы Н со свойствамн А=Н = Вн Н/АеЗ,/д (если А/К — 
прямое слагаемое для В/К при любом К=»)„). Вопрос о том, 

как нужно выбирать Зд и Фд, чтобы для отношений «зи <> 

были справедливы свойства Ч0’ -— Ч4’, в общем случае открыт. 
Заметнм, что отношение <з дает сервантную чистоту в группах, 
если $. для любой группы А состоит из всех ее конечно-поро- 
жденных подгрупп (см. (1.48) ) или из всех ее подгрупп, порядки 
элементов которых ограничены в совокупности (так как в этом 
случае отношение <. равносильно отношепию <, где $ — класс 

всех групп, порядки элементов которых в совокупностн ограни- 
чены). Отношенне <” дает сервантную чистоту в группах, 
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если D, состоит из всех подгрупп группы А, содержащих. под- 
группы вида пА, где п- натуральное число ( [и], стр. 81, тео- 
рема 24.9). 

Пусть теперь ® — произвольная чистота. Положим 
А=..В, если существует такой подмодуль Н = В, 
что (А+НУН =, В/Н и подмодуль А является Н-вы- 
соким '!). Чтобы подчеркнуть использование подмо- 
дуля Н, в некоторых случаях будем писать “вн 
вместо “ов. 

(1,68) Пусть ® — некоторая чистота. Тогда отноше- 
ние =, обладает свойствами Ч0’, Ч1’, Ч2, ЧЗ’. Если 

« — @-чистота, то = в обладает свойствами ЧЗ* и Ч4*. 
Действительно, справедливость свойства ЧО’ для 

=, очевидна. Пусть, далее, А=,воВи Ва, внС. 
Тогда, очевидно АГ(С+Н)=0. Пусть хеС\А, 
Если хеВ, то ясно, что И =(А-+ Лх) (в +Н) 520. 
Если хеВ, найдутся DGB u AGA такие, что 
0 р -+- ^хеЕН. Если БА, то опять И =20. Если же 
Ред, TO 0OAat+pbeGc, где аеА, цел. Но 
wb Е цАх =йеН, откуда 0 + а+й —вАхеС и, следо- 
вательно, м =а—пАхеЕЙ. Если w=0, To 04he]| 
=НПС=нНГВ =0. Таким образом, подмодуль A 
является (С + Н)-высоким. По условию, (А+ С)/@ = 
=,В/@. Отсюда, применяя (1.1), Ч0’и ЧЗ’, последо- 
вательно получаем (А+С+Н)!б =„(В-+Н)/С и 

(A+G+H)(G+H)So(B+H)(G +H). 

Кроме toro, no ycoBulo, (B+H)/H=,C/H. Tpume- 
yan U3’, будем иметь (B+H)/(G+H)S,Ci(G +H), 
после чего Ч1” дает (A+G+H)/(G+H)S,CK(G +H), 
т. е. ДЕ (0+н)С. Пусть теперь А=,,нВи К-А. 
Легко проверить, что А/К является (Н -+ К)!К-высоким. 
Из (А+Н)/Н=В/Н, применяя ЧЗ’, нетрудно вывести, 
что А/К <, (н-кикВ/К. Таким образом, показано, 
что =, обладает свойствами YO’, Ч1’ и Ч3’. _ 

Докажем теперь справедливость свойства Ч2. До- 
пустим, что {: А->В, 5: В>С и фе =,ьнС. Поло- 
жив @ =(Ве ПН) 8, нетрудно убедиться, что подмо- 
  

') Говорят, что подмодуль А модуля В является Н-высоким 
(нли дополнительным для Н), где Н-— подмодуль нз В, если 
АПН =0, но (А--ЛЬ)ПН 5-0 для всякого ф=ВМ А. 
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дуль АГ будет ‘С-высоким в В. Если ф — естественное 
BomeHHe (Af +G)/G 8 B/G u (6+G)p=bg +H, To 

(Af + G)/G] pp =(Afg + A)/HS,(C + Н)/Н, 

откуда OHESH,. HeTpyaHO MpoBepHTb, 4TO ф— мономор- 
физм. Поэтому ф=У, и, следовательно, АЁ=„,В. 

Далее установим справедливость свойства Ч3*, 

если ®— @-чистота. С этой целью рассмотрим ком- 
мутативную диаграмму 

0 0 

1 у 
0->К-—> [р —->мМ 

“|| 
0->К->А—<> В 

| | 
у 

р “2, 

| 
0 > 

< 
© 

< 

С ТОЧНЫМИ строками и столбцами и допустим, что 

отЕФьь. Тогда [Г <оьнА. Кроме того, легко прове- 
рить, что В =Ас-- М. Положим G= Но. Ясно, что 
МПС =0. ЕслиреВ \ М, то б=ав-+ т, ггеаеЕ А\ Г, 
т © М. Поэтому 05Ей = ла + 1, гейеН, [=ЕГ, леЕЛ. 
Конечно, ВЕК, ибо КПН=ЕПН=0. Но тогда 
0 = йа = АВ + (16 — Ат), т. е. М оказывается С-высо- 
ким. Пусть т+ С =! (В/С)П[(М+С)!С]|, где Г=г. 

Тогла т= УЕ, +в, где ЕВ, веб, Е =. Но 
b,=ajo+m, где аа Е А, т, М, а в = ро, где В еН. 

Легко понять, что [= УЕа-+ВеГ. Отсюда, по- 
скольку (Ё + Н)/Н = А/Н, вытекает, что / = >) ny th’, 

roe /, GL, h' GH, т, е=Г. Но тогда 

m+G=lo+ &m,+G= 

= >) n, (1;0) + Diem + Gell(M+ G)/G] 

Таким образом, (М + С)/@ Ss B/G u, значит, те Эъь. 
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Пусть, наконец, ®— 6-чистота и в приведенной 
выше диаграмме о, ТЕ. Тогда К<овсА и 
М “оьнВ. Пусть М=бС[ПНо". Если хеБПМ, to 
хаеЕМПН =0, т. е. хе=КПС =0. Если аеА\Г, 
то 905 = [6 - Аас, где йеЕН, [Г, АеЛ. Отсюда 
ла-+1 К. Поэтому ОЕ в =Е-+ в (Аа +1, где се С, 
ЕЕК, цеЕЛ. Но go=pheEH. Таким образом, 
0 5= в = (Е + ш) + вла == М, т. е. модуль Ё будет М№-вы- 
соким. Пусть, далее, х + Ме (А/М) П [(2 + N)/N], rae 

[= ®. Тогда х= Dd Ea,;+n, rae xEL, a, GA, nEN, 
Е; Е Г. Отсюда хо + H E@/(B/A)N[(M + A)/H] u, cneno- 

вательно, хо = УЖ тии, + #, где т, М, ВН, 1, Е |. 

Но йЕМПН=0 и, значит, х= У ти, + Ё, где 1, Е Г, 
ЕК. Отсюда Уна - Dnjl;=k—n, т. е. А- Се 

= /(А!С)П [К + С)/С]. Поэтому = УЕ. где 6, Г, 
Е, ЕК, откуда х-+ Ме! [(Ё + М)/М]. Таким образом, 

(Е+М)/М <=, А/М или ot E Do». 

Из предложения (1.68) вытекает, что для @-чи- 
стоты ® отношение =,ь определяет битреугольную 

чистоту, которую будем называть 2-высокой. Не ясно, 
остается ли этот вывод справедливым для произ- 
вольной битреугольной чистоты. 

Штенштрем [198] рассматривал ®-высокую чистоту для слу- 
чая, когда ХЭ, состоит из всех мономорфизмов. Он, в частпости, 
отметил, что для коммутативных нетеровых колец, в которых 
все ненулевые простые идеалы максимальны, такая ®-высокая 
чистота совпадает с $-чистотой, где $ — множество всех макси- 
мальных идеалов ([198], стр. 175, следствие). В другой своей 
работе [200] Штенштрем решал для этих двух чистот следующую 
задачу: когда все подмодули модуля А ®-чисты в нем? 

Харрисон, Ирвин, Пирси и Уокер [103] рассматривали сер- 
вантно-высокую и слабо-сервантно-высокую чистоты. В частиости. 
они доказали для этих чистот справедливость предложения (1.3). 

Однако охарактеризовать сервантно-высоко-инъективные и сер- 
вантно-высоко-проективные группы пока не удалось. То же самое 
относится и к слабо-сервантно-высокой чистоте. Классы сер- 
вантно-высоко-делимых и слабо-сервантно-высоко-делимых групп 
совпадают с классом делимых групп. Это непосредственно сле- 
дует из того, что все сервантно-высокие и все слабо-сервантно- 
высокие подгруппы слабо-сервантны ([и], стр. 92, предложе- 
ние 4). Отсюда же вытекает отсутствие кручения у сервантно- 
высоко-плоских н слабо-сервантно-высоко-плоских групп. Спра- 
ведливо также утверждение: 
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если ® — сервантно-высокая чистота, то ®-плоскими являются 
свободные группы и только они. 

Действительно, пусть А-— ®-плоская группа и 0>К-—>ЕР- 
—> А->0— точная последовательность, где Р — свободная группа. 
Тогда К -— сервантно-высокая подгруппа группы РЁ, т. е. в 
существует такая подгруппа _Н, что К дополнительна для Н, 

а К== (К -Н)/Н сервантна в Е == Е/Н. Из первого условия выте- 

кает, что Е/К — периодическая группа. Если Т — периодическая 
часть группы Р, то КПТ=0, нбо К изоморфна группе К без 
кручения. Пусть ХеЕЁЕ и т; =ае К. Тогда &= та, для неко- 

торого 4 =Кнт (+ — 4!) =0, откуда х=К -- Г. Таким образом, 

Е=зК--Т. Пусть ГТ=Т/Н. Тогда Г] К=0и Е=К--Т, откуда 
А=Е/К = Т, т, е. А —свободная группа. Обратное очевндно. 

Из проведенного доказательства видно, что сервантно-высокие 
подгруппы групп без кручення выделяются прямымн слагаемымн. 

Для всякой чнстоты ® можно ставить вопрос о существова- 
HHH для подмодуля А заданного модуля В мннимального содер- 
жащего его ®-чнстого подмодуля, который естественно назвать 
®-чистой оболочкой подмодуля А. Если @ — слабо-серваптпая 
чнстота, то всякая подгруппа любой группы имеет в этой группе 
@-чистую оболочку ([и], стр, 92, предложение 1). Свойства 
слабо-сервантных оболочек рассматривал Рангасвамн [177], [180] 
(см. также Уокер [209]). Вопрос об условиях, при которых 
любая подгруппа группы имеет сервантную оболочку, рассмат- 
рнвался Хиллом и Мегиббеном [113]. См. также работы Мегиб- 
бена [160], Хеда [106], Хилла ([111] [112] ), Шарля [56]. Рас- 
сматрнвался вопрос о вложнмости подгруппы в сервантную 
подгруппу или прямое слагаемое той же мощности, что и сама 
трупа ([н], стр. 78, предложенне М; [57], [123], [125], [126], 

189 
Мегнббен [162] н Рангасвамн [182] рассматривали подгруппы, 

являющиеся пересечениями серваптных или слабо-сервантпых 
подгрупп. Этого же вопроса с более общих позиций касался 
Штенштрем [198]. 

Отметим еще такое определение. Группы Аи В назовем 
сервантно-эквивалентными, если каждая из них изоморфна сер- 
вантной подгруппе другой. Де Гроот [99] и Сонсяда [194] иссле- 
довали, когда нз сервантпой эквивалентности вытекает изомор- 
физм групп (см. также [50]; [и], стр. 181, упражнение 27). Заметим, 
что утверждения, содержащиеся в [и], стр. 181, упражнение 96, и 
стр. 201, упражнение 10, ошибочны. Действительно, группы 

Det DR un Ze YR DM 
im], 2, ete ie], 2, eee ics], 2, eee ic], 2, cee 

/ ъ Mt 

где все А; нзоморфны группе двоичпых дробей, все К; нзоморфны 
группе троичных дробей, а 2 — группа всех целых чисел, очевидно, 
сервантно-эквивалентны, вполне разложимы, но не изоморфны 
между собой ( [в], стр. 196). Этот пример дает также отрица- 
тельное решение проблемы 28 книги [н]. 
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Легко видеть, что группами, не содержащими нетривиальных 
сервантных подгрупп, являются все подгруппы аддитивной группы 
рациональных чисел, примарные циклические группы, группы 
типа р” и только они ([и], стр. 94, упражнение 18а). Ввиду 
предложения (1.47) группами, в которых, наоборот, всякая под- 
группа сервантна, являются все прямые суммы циклических групп 
простых порядков и только они. С этим же классом совпадает 
класс всех групп, в которых любая конечная система элементов 
порождает сервантпую подгруппу (такие группы называются 
локально сервантными, см. [47]). Группа пазывается почти ло- 
кально сервантной, еслн всякая ее конечная система элементов 
содержнтся в конечно-порожденной сервантной подгруппе. Всякая 
счетная почтн локально сервантная группа является прямой 
суммой циклических групп ( [47], теорема 6). 

Некоторые обобщення понятия сервантности в группах рас- 
сматривалн также Абиан н Райнхарт ( [29] — честные подгруппы), 
Ванг roel — Регулярные подгруппы), Кулнков, Ирвин н Уокер 
( [14], [126] — нзотнаные подгруппы), Рангасвами ( [180] — абсор- 
бнрующие подгруппы), Ричман н Уокер ( [188] — в-квази-слабо- 
сервантные подгруппы), Робер ( [189] — в-сервантные подгруппы; 
см. также [126]), Хед ( [108], [109] — р-подчнстота). 

Сапдомирский [193] исследовал модули, инъективиые отно- 
сительно естествепных вложений подмодулей фиксировапного 
модуля, а также модули, проектнвные относнтельно естественных 
эпиморфизмов данного модуля. 

Фуке ( [90], стр. 31, проблема 34) отмечает, что Но (@, 5), 
где 3 — сервантная подгруппа группы @, является левым ндеа- 
лом кольца Нот (@, @), аддитивпая группа которого служнт 
ретрактом аддитивной группы кольца Нот (@, @), н предлагает 
исследовать возннкающие связи. К этому кругу вопросов от- 
носится также работа Рейда [185]. 

Заметим, наконец, что предпринимались попытки дать опре- 
деление чистоты в структурах ( [107] ) и упиверсальзых алгебрах 
( [164], [211].



$ 2, КРУЧЕНИЕ 

Аксиоматическое определение понятия кручения 
разумно искать в связи с теорией радикала. Будем 
говорить, что в категории Л-модулей задан радикал т, 
если 

К!. Каждому Л-модулю А поставлен в соответ- 
ствие его подмодуль т(А). 

K2. r(¢(A)) =r(A). 
K3. Ecaun f: A—B, To f(t(A)) Sr(B). 
К4. 1(A/r(A))=0. 
Подмодуль ¢t(A) Ha30BeM 1-радикалом модуля А. 

Если ‹ (А) = А или 1 (А) =0, то модуль А назовем t-pa- 
дикальным или т-полупростым соответственно. Ра- 
дикал : назовем кручением, если требование К2 
усилено: 

°К2’. Если А= (В), то (А) =А. 
В случае кручения вместо «:-радикальность» будем 

говорить «{-периодичность». Если Л — коммутативная 
область целостности и % (А) — обычная периодическая 
часть модуля А, то, как нетрудно проверить, функ- 
ция % оказывается кручением. Назовем тривиаль- 
ными кручения 1(А}=0 для всех Аи 1(А) =А для 
всех Д. 

Из КЗ и К4 непосредственно следует 
(2.1) Если + -— радикал в категории А-модулей, то 

А-модуль А является т-радикальным тогда и только 
тогда, когда он не допускает ненулевых т-полупро- 
стых эпиморфных образов. 

Из условия КЗ вытекает также 
(2.2) Если А= В, то +(А) = АПт(В) 
В частности, 
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(2.3) Подмодуль т-полупростого модуля т-полу- 
прост. 

Из предложения (2.1) получаем 
(2.4) Если Л-модуль А является "радикальным 

и г-полупростым, то А=0, 
(2.5) Фактор-модуль :-радикального модуля :-ради- 

кален, 
Из (2.1) и (2.3) нетрудно вывести 
(2.6) Полная прямая сумма и прямая сумма 

:-полупростых модулей т-полупросты. 
Далее, справедливо утверждение 
(2,7) Прямая сумма т-радикальных модулей т-ра- 

дикальна. 

Действительно, если А = >) A,, rae A, — 1-радикаль- 
ные Л-модули, и В-— :-полупростой А-модуль, то из 
существования эпиморфизма Ё: А->В вытекает суще- 

ствование гомоморфизмов Ё: А.->В, где Е= УЕ. 
Так как, в силу предложений (2.3) и (2.1), п =о0 
при любом а, то пЁ= В =0. 

(2.8) Пусть х— радикал в категории А-модулей. 
Тогда следующие свойства подмодуля Т А-модуля А 
эквивалентны: 

1) T=r(A); 
2) Tsv(A) и «(А/Т)=0; 
3) T—Haubonswui среди т-радикальных подмо- 

дулей модуля A; 
4) Т-— максимальный среди срадикальных под- 

модулей модуля А; 

5) T= [] В, где 8={В|В < А, +(A/B)= 0}. 
Bes 

Действительно, импликация 1)=2) сразу следует 
из свойства К4, а 2)=>3)—из К2и (2,3) — (2.5). 
Импликация 3)-—>4) очевидна. Если справедливо 
условие 4), то 1) сразу следует из свойства К2 и 
включения Го (АД), вытекающего из КЗ. Если Т= ПВ, 

то ввиду К4 Тот(А). Поскольку АТ= У АВ, то 
из предложений (2.3) и (2.6) вытекает, что $ (А/Т) = 0. 
Отсюда, учитывая, что + (Д)/Т = А/Т и применяя К2 
и (2.3) — (2.5), получаем, что {(А)=Т. Наконец, для 
всякого В 3 ввиду предложения (2.3) из соотно- 
шения $(А)ДВ [1 :(4)] = [В +*(А)]/В = А|В следует, 
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что фактор-модуль :(А)В П1(/)] г-полупрост. Отсю- 
да, в силу свойства К2 и предложения (2.5), вытекает, 
что {(А)= ВИ (А), т. е. (А) = В. Так как r(A) eB, 
то импликация 1)=5) также доказана. - 

(2.9) Следующие свойства радикалат эквивалентны: 
1) :— кручение; 
2) +(А) = АПт(В) для всякого А = В; 
3) инзективная оболочка т-полупростого модуля 

:-полупроста. 
В самом деле, импликация 1) —>2) легко выводится 

из предложений (2.2) и (2.8). Импликация 2)=>3) 
очевидна. Если справедливо 3) и А=1{(В), то рас- 
смотрим коммутативную диаграмму 

А ——> (В) 

® 

АЁ(А) — 0, 

где О — инъективная оболочка модуля А/(А). Из 
условия 3) и предложений (2.3) — (2.5) вытекает, что 
ф=0, откуда А=т(А). 

Ввиду предложения (2.8), для того чтобы задать 
радикал 1, достаточно указать класс :-радикальных 
модулей. Последний описывается следующим пред- 
ложением: 

(2.10) Радикальный класс Я') обладает следую- 
щими свойствами: 
„1 Я замкнут относительно эпиморфных образов; 

2) если всякий ненулевой эпиморфный образ мо- 
дуля А содержит ненулевой подмодуль из У, то А 
лежит в St; 

2) М замкнут относительно расширений и прямых 
сумм; 

2”) если модуль А обладает возрастающим рядом 
подмодулей 

0О=д, =... = Да = Ан = .. = Ао = A, 

где Да. /Аа ©) при любом аи А = 0 Ав для пре- 
a<p 

OenbHelx a, TO ASH, 

') Класс модулей условимся называть радикальным (полу- 
простым), если он совпадает с классом всех т-радикальных 
(+-полупростых) модулей для некоторого радикала + 
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Если класс Х обладает свойством 1) и одним из 
свойств 2), 2’), 2”), то он радикален. | 

Сначала докажем, что при выполнении условия 1) 
имеют место импликации 2)>>2’)>2”). Действи- 

тельно, пусть имеет место условие 2). Если А = У, Ав, 
Ав У, л: А-—> В— ненулевой эпиморфизм ий: А„—>А-— 
естественные вложения, то дл=Е0 хотя бы при одном а. 
Отсюда 05=|пьл=|шл, причем [шёл = в силу 
условия 1). Следовательно, в силу 2), АМ. Пусть 
теперь 0—А—В-—С-—>0—точная последователь- 
ность, где А, СеУ ил: В > Р-— ненулевой эпимор- 
физм. Если Ал = 0, то 0 == Ал= Вли Але, в силу 
условия 1). Если же Ал=0, то 0 == Вл=Сл ее. 
Отсюда, согласно свойству 2), вытекает, что В =. 

Допустим теперь, что выполнено 2’) и модуль А 
удовлетворяет условию свойства 27). Тогда 0 = А, ЕЯ. 
Пусть для всех В<а уже доказано, что А, Я. 
Если а— 1 существует, то А.Е», согласно свойству 27). 

> Ag) /K ER ввиду 
< В 

условий 2’) и 1). Так как А= Ао, то справедли- 
вость 2”) доказана. 

Пусть теперь +— радикал и Ж— класс всех т-ра- 
дикальных модулей. Справедливость свойства 1) 
вытекает из предложения (2.5). Если, далее, модуль А 
удовлетворяет условиям свойства 2) и А-Ет(А), то 
фактор-модуль АД(А) должен содержать ненулевой 
Г-радикальный подмодуль, что противоречит предло- 
жениям (2.3) и (2.4). В силу доказанного выше, класс Я 
обладает свойствами 2’) и 27). 

Пусть, наконец, класс Я обладает свойством 1) 
и одним из свойств 2), 2’), 2”). Тогда, как показано 
выше, он обладает свойствами 1) и 2”). Если А- 
некоторый модуль, то рассмотрим в нем частично 
упорядоченное множество всех подмодулей, принад- 
лежащих классу М. Из свойств 1) и 2”) нетрудно 
вывести, что объединение возрастающей последова- 
тельности таких подмодулей также принадлежит Я. 
Применяя лемму Куратовского — Цорна, найдем 
максимальный подмодуль t(A)ER. Econ BOA u 
В=, то, согласно свойству 1), ‘получаем, что 
[В + =(4)/ (4) = ВЯВ И =(А)] =. Применяя  свой- 
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ство 2”) к ряду 0 =т(А) = В+ т(А), убедимся, что 
В- (А) У. Ввиду максимальности 1(А) получаем, 
что В={(А). Очевидно, функция т обладает свой- 
ствами К] и К2. Из условия 1) нетрудно -вывести 
справедливость свойства КЗ. Пусть, наконец, В = 
=т(АЯ(А)). Тогда В = ОК(А), где (А) = р = А. При- 
менение свойства 2”) к ряду О=т(А)< р дает, что 
ре. Но тогда, как показано выше, О <= т(А) и, 
следовательно, В=0. Таким образом, К4 также 
справедливо, т. е. г— радикал. Ясно, что относи- 
тельно этого радикала класс Я радикален. 

(2.11) Пусть +— радикал, Я и З- классы т-ради- 
кальных и г-полупростых модулей соответственно. 
Тогда 

($1) ЯП В=0; 
(52) Я замкнут относительно фактор-модулей; 
(527) $ замкнит относительно подмодулей; 
(53) для всякого модуля А существует такая точ- 

ная последовательность 0—>Ю—А—В—>0, что ЮеУ, 
Be. 

Наоборот, для каждой пары классов (Я, $), об- 
ладающих свойствами $1, $2, $2’, $3, существует 
такой радикал т, что Я и З- классы т-радикальных 
u 1-полупростых модулей соответственно. 

Действительно, первая часть предложения вытекает 
из предложений (2.4), (2.5), (2.3) и свойств К, К? 
и К4. Пусть теперь (Я, $) обладает свойствами $1, 
$2, $2/’, $3. Тогда Л обладает свойством 1) предло- 
жения (2.10) согласно $2. Пусть А удовлетворяет 
условию свойства 2) предложения (2.10). Ввиду $3 
существует точная последовательность 

0—>А^—А-—>В—0, 

где =, Ве=3, Если В = 0, то 0 == СВ, СеЯ. 
Но Се ввиду $2’. Получили противоречие с $1. 
Следовательно, В =0, А=Юе=%. Согласно предло- 
жению (2.10) отсюда следует, что существует ра- 
дикал т, для которого Я — класс всех т-радикальных 
модулей. Далее, ввиду $1 и $2” модули из % являются 
:-полупростыми. Наоборот, если т(4А)=0, то АЕ» 
ввиду (2.3) и $3. 

Полупростой класс описывается таким предло- 
жением 
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(2.12) Полупростой класс $ обладает следующими 
свойствами: 

1) З замкнут относительно подмодулей; 
2) если любой ненулевой подмодуль модуля А 

имеет ненулевой эпиморфный образ, принадлежа- 
щий 3, то АЕ; 

2’) $ замкнит относительно расширений и полных 
прямых сумм; 

2”) если модуль А обладает убывающим рядом 
подмодулей 

А=А >... > Аа А >... > Ао=0, 

где А.А ©» для всех au A,= С Ав для пре- 
B<a 

дельных а, то АЕФЗ. 
Если класс В обладает свойством 1) и одним из 

свойств 2), 2”, 2”), то он полупрост !). Соответствую- 
щий радикал является кручением тогда и только 
тогда, когда класс $ замкнут относительно перехода 
к инзективным оболочкам. 

Сначала докажем, что при выполнении свой- 
ства 1) справедливы импликации 2)=> 2”) => 2”). В самом 

деле, если имеет место свойство 2), A,= $B, A= > Ag 
u0~BCA, то найдется такая проекция my: A— Ag, 
что Вл. 520. Ввиду 1) Bn, Sh. Tpumenaa 2), y6e- 
ждаемся, что Ае». Пусть, далее, имеется точная 
последовательность 0-> А-> В-—^> С -0, где Л, Се, 
и пусть 0 5= реВ. Если DSA, To DE, kak сразу 
следует из условия 1). Если же РА, то 0 = Рле» 
ввиду 1). Применяя свойство 2), получаем, что мо- 
дуль Ве фз. 

Допустим теперь, что выполнено свойство 2”) и 
модуль А удовлетворяет условиям свойства 2”). 
Тогда А/АА =0е». Допустим, что для всех В<а 
доказано, что А/А, ==. Если «—1 существует, то, 
применяя свойство 2’) к точной последовательности 

0 —> Ag-)/Ag—> A/Ag—> A/Ag-, > 9, 

  

!') Свойство 1) в формулировке предложеиия (2.12) можио 
заменить свойством: всякий ненулевой подмодуль модуля А 
из Ф имеет неиулевой эпиморфный образ, лежащий в YL ([17] 
стр. 919—920). 

86



получим, что А/ЛаеЗ. Если же а пределькое, 
то А/А, оказывается подмодулем полной прямой суммы 

2 

> A/A,, и соотношение А[А, = вытекает из 2’) 
<“ 

и 1). Так как А=А/Ао, то справедливость свой- 
ства 2”) доказана. 

Пусть теперь + — радикал и $ - класс всех :-полу- 
простых модулей. Справедливость свойства 1) выте- 
кает из предложения (2.3). Если, далее, модуль А 
удовлетворяет условиям свойства 2), то А лежит в I, 
в силу предложения (2.1) и свойства К2, т. е. свой- 
ство 9) выполнено. В силу доказанного выше, класс В 
обладает также свойствами 27) и 2”). 

Если, далее, класс % обладает свойством 1) 
и одним из свойств 2), 2’), 2”), то, как показано 
выше, он обладает свойствами 1) и 2”). Пусть 

Я = ([®|Нощ) (В, Х)=0 для всех Хе}. 

Пусть АЯ. Положим А, =А и допустим, что для 
всех В < © построены подмодули А’ = А, причем А, > A, 

при В<у<аи 0 == Ав/Ары © В, если В-+1<а. Если 

а—1 существует и А, 6, то найдем такой под- 
модуль Аа < Аа, TO OF A, /A,= BP. Если а пре- 
дельное, то положим Ayg= ПА». Разумеется, най- 

Ga < 
дется такой трансфинит ®, что Ао У. Поскольку 
(Ag/Ag){(Aa+1/Ag) & Аа/Ази © В, то ввиду свойства 2”) 
получаем А/Ао е= $. Таким образом, пара (У, $) обла- 
дает свойством $3 предложения (2.11). Поскольку 
выполнение свойств $1, 52 и $9’ очевидно, класс $ 
оказывается полупростым. 

Справедливость последнего утверждения вытекает 
из предложения (2.9). 

С каждым радикалом можно связать два в неко- 
тором смысле близких к нему кручения. 

(2.13) Пусть т- некоторый радикал, ЯЖ-— класс 
т-радикальных модулей, 

4/ ={А|]все подмодули модуля А принадлежат %} 

и 
2” = {B|Hom(B, Y)=0, для всякого 

инъективного :-полупростого модуля 7}. 
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Гогда классы % и %” являются классами :- и 
Г’-периодических модулей для некоторых кручений Г 
и т’. При этом 

VOR, 

Если % — кручение и $, — класс ъ-периодических мо- 
дулей, то % = влечет $, =%/, а из Я = %% выте- 
кает, что $” =3.. | 

Действительно, учитывая предложения (2.1) и (2.3), 
нетрудно убедиться в справедливости соотношения 
2 =<У\ <= 3”. Легко проверяется и первая часть по- 
следнего утверждения. Для доказательства его вто- 
рой части достаточно заметить, что при сделанных 
предположениях &-полупростые модули {-полупросты, 
и применить (2.1) и (2.9). Далее, заметим, что класс 3 
замкнут относительно подмодулей и обладает свой- 
ством 1) предложения (2.10). Допустим теперь, что 
всякий ненулевой эпиморфный образ модуля Д со- 
держит ненулевой подмодуль из 3’. Пусть Х=А 
и 1(Х)52Х. Обозначим через В подмодуль модуля А, 
являющийся максимальным среди удовлетворяющих 
условию ВХ =т(Х). По условию, найдется такой 

модуль С, что В oe CSA un C/BE. Поскольку 

(B+ X)/B & X/t(X), Monzyab (B + Х)/В является :-полу- 
простым. Ввиду предложений (2.3) и (2.4) из опре- 
деления класса $’ вытекает 

(В+ХИС-ВуВ = (С/В) ПВ + Х)! В] =0. 

Следовательно, СХ С П(В-+Х)=В, откуда 

t((Xy=BOXSCHXSBNX=tr(X), 

что противоречит выбору В. Наконец, очевидно, 
что класс 3” удовлетворяет условию 1) предложе- 
ния (2.10). Справедливость свойства 2) сразу сле- 

дует из равенства Нот) (> Ay у) = У" Нот, (Aw Y) 

([6], стр. 128, предложение 9.1) и полуточности функ- 
тора Нош ([6], стр. 45, предложение 4.4). Если 
А=вВе $” и ф: А-—>У, где У инъективен, то гомо- 
морфизм ф может быть продолжен до гомомор- 
физма ВвХ. Следовательно, А <= $”. Таким образом, 
класс $” действительно является классом :”-перио- 
дических модулей для некоторого кручения г”. 
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(2.14) Пусть +т— кручение, а $ и $ —классы т-перио- 
дических и т-полупростых модулей соответственно. 
Тогда найдутся такие модули ХЗ и У ЕФЗ, что 

$ = [А[Нот, (Х, 4)=0} и $= (В|Нош, (В, У)=0}. 

При этом модуль ТУ, может быть выбран инзек- 
тивным. 

Действительно, пусть % и ФЗ, — множества всех 
ненулевых циклических модулей, принадлежащих 
классам % и 3 соответственно. Пусть, далее, Х, = 

= »1 Х. Согласно предложению (2.7) модуль Ху при- 
X Eo 

надлежит $. Положим $’ = {А|]Ношщ, (Х,, 4) =0}. Из 
предложений (2.1) и (2.3) вытекает, что =’. 
Допустим, что Ме=%’ \ В. Тогда найдется 05=хе=т(М). 
Ввиду свойства K2’ Ax @Z,. Ho rorga Hom, (X,, М)==0. 

Противоречие. Теперь обозначим через У, инъек- 
+ 

тивную оболочку модуля 3» У и положим 3/= 
Yex 

= {B|Hom, (B, У‚)=0}. Из предложений (2.6), (2.9), 
(2.3), (2.4) и (2.5) вытекает, что $, = 4". Если М е= $/ \ $, 
то +(М)=-= М. Пусть пл: М> МЕ(М) — естественный 
эпиморфизм. Выбрав хе М \ 1(М) и применив (2.3), 
получаем, что (Лх)ле >. Отсюда и из инъектив- 
ности У, вытекает, что Нот„ (М, И, )==0. Противо- 
„речие. 

Модули Ху и Г, указанные в предложении (2.14), весьма 
велики. В некоторых случаях их можно заменить меньшими. 

(2.15) Для всякого кручения + совокупность © 
всех левых идеалов, фактор-модули по которым 
:-периодичны, является радикальным фильтром. При 
этом 

t(A) = {a|(0: a) Se}. 

Если t(A)=0, то t(C)=0 6 том и только в том слу- 
чае, когда С является @-плоским модулем. 

В самом деле, если [ЕФ и [<, то включе- 
ние /е= © вытекает из изоморфизма (А/Г(У/) = АУ 
и предложения (2.5). Таким образом, & обладает 
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свойством @1. Если Геи ЛеЛ, то рассмотрим 
последовательность 

0—> (1: Л) > А —^> (лА+ ПИ-0, 

где Ел =ЕЛ --/. Легко убедиться, что она точна. Сле- 
довательно, Л/(1: А) = (ЛА+ЛГ = ЛИ. Применяя К?’, 
убедимся, что ([: ^)е= г. Таким образом, свойство (2 
также справедливо. Пусть теперь / = / Е @’и(/: Е) 
для всех &=ГТ. Допустим, что АЕГи А+ Те (ТИ). 
Определим гомоморфизм в: Л-—>1Т/, положив Ёв = 
=ЕЛ-/. Ясно, что АГ Ито = ЛГ: ^). Учитывая 
предложение (2.8), получим А - 1 = Цпо = Е (Т/Г). Про- 
тиворечие. Следовательно, (7/1) = 7. Но тогда, рас- 
сматривая точную последовательность 

0—1/-> A/I— A[J —90 

и применяя предложения (2.10), убеждаемся, что 
г (Л/Г) = АГ. Таким образом, выполнено условие G3. 

Пусть теперь 4’={а]ае А, (0:4)=в}. Если 
ает(А), то ввиду К2’ т(Ла) = Ла. Но Ла= Л0:а), 
и, следовательно, (0 : а) <= г. Таким образом, 1 (А) = А". 
Если же ае= А”, то из изоморфизма- Ла = Л |0: а) 
следует равенство т(Ла) = Ла. Применяя предложе- 
ние (2.8), получаем включение Ла = (А). 

Пусть, наконец, t(A)=0. Согласно предложе- 
нию (2.6) (2) =0 для всякого свободного Л-модуля F. 
Предположим, что С является #-плоским моду- 
лем. Рассмотрим точную последовательность 0 — К —> 

—[Е—>С-—0, гле Е— свободный модуль. Вели се=т(С), 
то, как только что показано, (0: с) =. Вели с = хх, 
то, поскольку модуль К @-чист в РЁ, из предложе- 
ния (1.48) вытекает, что (0:х—у) «= для некото- 
poro yG@K, т. е., в силу доказанного выше, 
х —иет(Ё) =0. Следовательно, с = 0, т. е. С является 
:-полупростым. Наоборот, если модуль С :-полупрост, 

0—А—В —>С-—>0—точная последовательность и 
(А: )=Ф, то ЕЛА. Таким образом, (А: 6) = Л = 
= (0:(—5) +). Применяя (1.48), убеждаемся, что 
модуль А ©-чист в В. 

(2.16) Если г — радикальный фильтр, то функция 

:(4) ={а|ае А, (0:4)=й} 
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определяет кручение. При этом [=е’ тогда и только 
тогда, когда (ЛГ) = ЛИ. 

Для доказательства установим справедливость 
свойств К1, К2’, КЗ и К4. Если х, уе т(А), то 
(0: Ах) =((0:х):^) еб ввиду G2, a (0:х+уеЕХ 
ввиду G1 nu предложения (0.3), поскольку (0: х- у) > 
> (0:х)П(0:и). Таким образом, т(А)— подмодуль. 
Справедливость свойства К2” очевидна, а свойство КЗ 
сразу следует из @1. Если 

a+t(A)er(A/r(A)), то ((А):а)=г. 

Далее, для всякого Ёе= (+ (А): а) имеем ((0:а):&) = (0:Еа)= 
= ©, так как а = т(А). Поскольку (:а)= 
= (t(A): a) и Е— любой элемент из (1(4): а), то при- 
менение свойства @3 дает (0: а) = 2’, т. е. ае=т(А). 
Этим доказана справедливость свойства КА. Из свой- 
ства С1 вытекает, что / = @’ влечет +(Л//) = АЛ. Если 
(^/Г)= ЛД, то (1: &е= для всех Ё=Л. Применяя 
свойства Ч! и (3, убеждаемся, To JES. 

Теперь представляется возможным дать описание 
всех кручений в категории абелевых групп. Пусть 
Р-— некоторое множество простых чисел, а — система 
идеалов кольца &, порожденных всевозможными про- 
изведениями степеней чисел из Р. Ввиду предложе- 
ния (0.6) множество $ является радикальным фильт- 
ром, который, согласно предложению (2.16), опреде- 
ляет кручение. Обозначим это кручение через тр. 

. (2.17) Всякое нетривиальное кручение в категории 
абелевых групп имеет вид {р, где Р-— некоторое мно- 
жество простых чисел. 

В самом деле, пусть г— нетривиальное кручение 
в категории ‘абелевых групп. Обозначим через ©, 
совокупность всех идеалов кольца &, фактор-модули 
по которым т1-периодичны. Пусть Р— совокупность 
всех простых чисел, входящих в разложения обра- 
зующих идеалов системы @:;. В силу предложений 
(2.15) и (0.3), ©. — совокупность всех идеалов, поро- 
жденных произведениями степеней простых чисел 
из Р. Но тогда из предложений (2.15) и (2.16) 
вытекает, что 1(А)=тр(А) для всякой группы А, 
т. е. = Тр, 

(2.18) Пусть 8-— радикальный фильтр, содержа- 
щий наименьший левый идеал Г, и :— соответствующее 
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кручение. Тогда Г=Г,а т(А)=А в том и только 
в том случае, когда ГА=0. 

В самом деле, если t(A)=A u JA), To Г[а=-=0 
для некоторого аеА. Но [а = ПГ. Учитывая свой- 
ство К2’ и предложения (2.10) и (2.16), из рассмо- 
трения точной последовательности 

O—>J/J—-> Afi —> A/I->0 

получаем, что / ©’. Это, однако, противоречит мини- 
мальности левого идеала Г. Наоборот, если ГА =0, 

то рассмотрим эпиморфизм л: Е> А, где F= DA. 

Ясно, что Ж/ = Кегл. Поэтому А является эпиморф- 

ным образом модуля D> (AID. Ho t(A/J)=A//, u us 
предложений (2.7) и (2.5) вытекает, что t(A)=A. 
Наконец, рассмотрим точную последовательность 

0—> 1/12 Af/I?—> ЛГ -—0. 

Поскольку Г(П/Р)=0, то, в силу показанного выше, 
+ (1/12) = ПР. Применяя предложения (2.10) и (2.16) 
убеждаемся, что Ре=©, откуда ввиду минималь- 
ности / получаем, что J = /?, 

Класс модулей назовем радикально-полупростым, 
если он является радикальным и полупростым одно- 
врёменно (для некоторых радикалов ти Г). Легко 
видеть, что в этом случае + обязательно оказывается 
кручением. 

(2.19). Пусть «— кручение, 8 — соответствующий ра- 
дикальный фильтр (см. предложение (2.15) ) и $— класс 
г-периодических модулей. Для того чтобы класс $ 
был радикально-полупростым, необходимо и доста- 
точно, чтобы система в содержала наименьший левый 
идеал [‹. При этом Г’ (А) = [‹, где г — радикал, опре- 
деляемый полупростым классом &. 

В самом деле, если класс $ радикально-полупрост, 
то, согласно предложению (2.6), он замкнут относи- 

тельно полных прямых сумм. Положив [= П Г, 
16% 

получим точную последовательность 
# 

0—>/-— д— 2 А/Г. 
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M3 K2’ вытекает, что Л//, = &, после чего (2.16) дает, 
что =. Обратное утверждение без труда выво- 
дится из (2.12) и (2.18). Наконец, если = и 
и (1/7) =0, то [,//е=%,. Но тогда, применяя (2.150) к точ- 
ной последовательности 

O—> 1, /J > A/J—> A/[,— 0, 

убеждаемся, что Л/7 е= $. Ввиду предложения (2.16) 
Т=@’ и, следовательно, 4 =7. Из предложения (2.1) 
вытекает, что //—Г-радикальный модуль. Согласно (2.8) 
= е(А). Но ЛШе%. Поэтому Г(ЛШ)=0 и из 
предложения (2.8) вытекает, что (Л) = 1. 

Если $ — радикально-полупростой класс, то он 
определяет два радикала tuv так, что $ совпа- 
дает с классом 1-радикальных и с классом г-полу- 
простых модулей. Пусть В и Я-— классы т-полупро- 
стых и гГ-радикальных модулей соответственно. 
Выясним, когда классы ЗФ и % совпадают: 

(2.20) Пусть % — радикально-полупростой класс 
ое Тогда эквивалентны следующие свойства: 

1) ФЕЯ; 
2) +(Г(4))=0 и "(АЁ(А)) = АЁ(А) для всякого 

Л-модуля A; 
3) А==(А)- #(А) для всякого` А-модуля А; 
4) A=r(A)+ (А). 
Действительно, пусть P=R. U3 vv (A)SR—F Ber 

текает, что 1(’(4))=0, а из АК(А)=»-=%- что 
и(АК(А)) = АЁ(А). Пусть теперь выполнено свой- 
ство 2). Согласно К2’ и предложению (2.3), (А) П 
0: (4) + З ПЗ, т. е. по (2.4), г (А) Пг(А)=0. Далее, 
ввиду свойства К4 модуль А/(А) г-полупрост и, сле- 
довательно, 1-радикален. Из предложения (2.5) и из 
точности последовательности 

А№ (А)-> АКЕ(А) + © (А))—0 

вытекает, что А/(+(А) +г(4А)) =. Так как, по усло- 
вию, модуль А(А) г-радикален, то из точности по- 
следовательности 

А (А) — Af(t(A) + v (A))—>0 

и из предложения (2.5) получаем, что Af(t(A)+ 
-=(А))=Я. Следовательно, А/(+(А)-:(А))=З$ Я =0, 
т. е, А=т(А) Г (А). Импликация 3)=4) очевидна. 
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Докажем импликацию 4) =1). Из предложений (2.18) 
и (2.19) вытекает, что % = {А (Л) А=0}. Но из 4) 
нетрудно вывести, что Г(Л)=Ле и т(Л)= Лб, где 
2? =е, 0°=6, 26 =6в=0, ё+6=1 (см., например, [а], 
стр. 79, предложение 2). Поэтому 2={AleA =O}. 
Ввиду (2.1) 

Я = {А|Нотл (А, В)=0 для всех Ве 3$}. 

Следовательно, 

Я = {А|А=е4}. 

Если АеЕХУ и ает(А), то, как только что показано, 
га =0. Но а=еа’, где а’ А. Отсюда а =еа’ = ега’ = 
= ва =0. Таким образом, Я=З. Если АХ и а А, 
то Ле= (0:84). Согласно предложению (2.15) бае 
=т(А)=0. Поэтому а =га + ба =еа. Таким образом, 
А=зА и, следовательно, $ =%. 

Аксиоматическое исследование радикалов в алгебраических 
системах началось с известных работ Куроша и Амицура. В этих 
работах исследовались радикалы в кольцах. Но уже тогда было 
ясно, что осповные понятия сохраняют свою силу и для других 
алгебраических объектов. Позже Курош ([16], [17]) исследовал 
радикалы в группах. Им были доказаны предложения (2.10) и 
частично (2.12). Для получения окончательной формулировки по- 
следнего привлекаются результаты Чаи Ван Хао [25]. Некоторые 
результаты о полупростых классах групп получил Шмелькии [27]. 

Диксон [66] изучал наименьший периодический класс, содер- 
жащий данный простой левый модуль. 

Радикал, радикальный класс которого состоит из всех мо- 
дулей, все ненулевые эпиморфные образы которых содержат 
простые подмодули, рассматривал Алин [30]. Классы абелевых 
групп, замкнутые относительно подгрупп, фактор-групп и расши- 
рений (как показывает предложение (2.10), такими будут классы 
периодических модулей), рассматривал Бальиежик ( [38], [40] ). 
Батлер ([51], [248]) исследовал классы групп без кручения, зам- 
кнутые относительно конечных прямых сумм, серваптных под- 
групп и фактор-групп по сервантным подгруппам. Позже [52] он 
обобщил полученные результаты на случай модулей над комму- 
тативными областями целостности. 

Специальное исследование кручения для случая модулей 
осуществили Габриэль [92] и Маранда [154], а несколько позже-— 
Рябухин [22]. Ими были установлены связи кручения с радикаль- 
ным фильтром (см. предложения (2.15) и (2.16)). Далеко идущее 
обобщение этих связей на теоретико-категорном языке предло- 
жено супругами Уокер [206], а также Габриэлем и По- 
песку [93]. Диксон [68] и Шульгейфер [28] описали радикал как 
подфунктор тождественного функтора. Парежис [172] обобщил 
на категорни радикал, определенный как пересечение максималь- 
пых Подмодулей. Построение теории радикалов, основанное на 
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выделении пары классов (см. предложение 2.11), предложил Дик- 
сон ( [66], [67]). Этот подход использовали Джане [128] и 
Уокер [205]. В частности, Джансу принадлежат предложения (2.14), 
(2.18), (2.19) и (2.20). Он же ( [128], стр. 1959, теорема 2.1) пока- 
зал, что наименьший левый идеал радикального фильтра является 
двусторонним идеалом кольца А. Описание всех кручений в абе- 
левых группах (см. предложение (2.17)) имеется в работах 
Куроша ([16], [17]), Диксона [64] и Рябухина [23]. Радикал, 
построенный с помощью радикального фильтра, указанного в пред- 
ложении (0.5), исследовали Длаб ( [70] — 73], [251] ) и Стефенсон. 

Если :— радикал в категории Л-модулей, то на- 
зовем Л-модуль В т-копериодическим, если т(А)=0 

влечет за собой Ех (А, В) =0. Из известных свойств 
функтора Ех ([Г|, стр. 103, теорема 3.4; стр. 101, 
теорема 3.2; [6], стр. 140, предложение 1.2) сразу 
следует, что класс 1-копериодических модулей замк- 
нут относительно расширений и полных прямых сумм. 

(2.21) Если В — ткопериодический Л-модуль и 
t(A)=0, то Ех (А, В)=0 для всех Л-модулей А. 

Действительно, рассмотрим точную последова- 
тельность 

0—К-—Е-— А— 0, 

где Р— свободный Л-модуль. Ввиду [г], стр. 131, 
теорема 9.1, точна последовательность 

Exta(K, B)—> ЕхЁ (А, В) -> Ех (Е, В). 
Но из предложений (2.3) и (2.6) вытекает, что {(К)=0, 
а в силу [6], стр. 144, следствие 2.2, и стр. 143, пред- 
ложение 2.1, имеем Ех (Е, В) =0.’ Следовательно, 
Ext, (A, B)=0. 

Пусть 1 — кручение в категории ЛА-модулей, * (Л)=0 
и &- радикальный фильтр, соответствующий, со- 
гласно предложению (2.15), кручению т. Эти обозна- 
чения используем в рассматриваемых ниже предло- 
жениях (2.29) — (2.24). Напомним, что, в силу (2.15), 
классы :-полупростых и @°-плоских модулей совпадают. 

(2.22) Для т-копериодичности А-модуля В необхо- 
дима и достаточна инзективность его относительно 
всякого мономорфизма i: K->C, 2de t(C/imi)=0. 

Для доказательства рассмотрим точную последо- 
вательность 

0—К —> С > C/lmi—0. 
где t(C/Im i) = 0, 
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Тогда получим точную последовательность 

Нот (:, ев) 

Homa (C, В) > Homa (K, B)—> 
] Ext (7 ев) ] 

—> Exta (C/Imi, B) —————> Exta(C, B) 

([г], стр. 101, теорема 3.2). Если В — т-копериоди- 
ческий Л-модуль, то Exta (C/Im i, B)=0 u cpasy no- 
ayuaetca, uto Hom(i, ев) — эпиморфизм. А это и до- 
казывает искомую инъективность. Чтобы доказать 
обратное, возьмем произвольный т-полупростой мо- 
дуль А и представим его как А =СЛтрь, где С — сво- 

бодный Л-модуль. Тогда ЕхНА (С, В) =0([6|, стр. 144, 
следствие 2.2), а из инъективности относительно { вы- 
текает, что Нот (1, ез) — эпиморфизм. Поэтому 

Ех (А, В) =0, 
что и требовалось. 

(2.23) Всякий ©-инъективный Л-модуль т-коперио- 
дичен. 

В самом деле, пусть В — @-инъективный Л-модуль. 
Если т+(А)=0, то модуль А является Ф-плоским. 
Отсюда ЕхЁ (А, В) =  ЕхЁл (А, В). Но равенство по- 
следней группы нулю сразу следует из (1.6) и (1.23). 

В некоторых случаях справедливо обратное. 
(2.24) Всякий т-полупростой т-копериодический 

модуль 2-инзективен. 
Действительно, пусть В — т-полупростой т-коперио- 

дический, а А-—т-периодический Л-модули. Пусть 

Р = > Ла, п: Р-> А естественный эпиморфизм 
5 ЕДА 

и К= Кегл. Из свойства К2’и предложения (2.7) 
вытекает, что {(Р)=Р. Применяя свойство 5) пред- 
ложения (1.48), нетрудно убедиться, что КазР и 
что Ла- @&-проективные модули. Из предложе- 
ния (1.5) вытекает, что модульР @-проективен. Ввиду 
предложения (1.23) &-чистота битреугольна. Поэтому, 
применяя (1.3) к точной последовательности 

0—>К > Р-> А->0, 

получим точную последовательность 

Homa (K, B)>& Exta(A, B)—>& Exth(P, B). 
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Но из предложений (1.6)° и (1.23) вытекает, что 
2 Ех (Р, В)=0, а Homa(K, В)=0 ввиду свой- 
ства К2’ и предложений (2.1) и (2.3). Следовательно, 
> Ех (А, В)=0. Пусть теперь А- произвольный 

Л-модуль. Из К4 и (2.15) вытекает, что АК(А)-— 
@-плоский модуль. Поэтому +(А) =зА. Из предло- 
жения (1.3) вытекает точность последовательности 

& Exth(A/t(A), B)—>& Exta (A, B) > & Ех (+ (А), В). 

В силу доказанного выше, 6” Exta (r(A), B)=0, a ua K4 
и :-копериодичности В следует, что Ext) (A/t(A), В) = 

=0. Таким образом, Ех (А, В) =0 для всех A, 
откуда ввиду предложений (1.6) и (1.23) вытекает 
@-инъективность модуля В. 

Из (2.24) следует, что всякая тл-копериодическая группа 
без кручения (определение радикала тд см. стр. 105) алгебраи- 
чески компактна ( [85], ч. П, стр. 123 предложение ]). Заметим, 
что тот же результат справедлив и для периодических тл-копе- 

риодических групп ( [85], ч. П, стр. 123, предложение 1). Послед- 

нее легко вывести также из [в], стр. 171, 151. 

Так как существуют тл-копериодические (см. 
стр. 105), но не алгебраически компактные (т. е. не 
сервантно-инъективные) группы ([85], стр. 24), то 
предложение (2.23) не допускает обращения. Однако 
это можно исправить за счет другого выбора чи- 
стоты. А именно, если Л и З-—классы всех т-ради- 
кальных и т1-полупростых модулей соответственно, то 
предложения (2.3), (2.5), (1.62) и (1.65) позволяют 
определить Я-факторную и З-кофакторную чистоты, 
которые будем называть 1-факторной и т-кофактор- 
ной соответственно. Если :— кручение, то можно 
определить и Я-кофакторную чистоту. При этих опре- 
делениях имеет место 

(2.25) Если т-—радикал и ®-— т-факторная чи- 
стота, то классы ®-инфективных и т-копериодических 
модулей совпадают. 

Действительно, если @ — ®-инъективный модуль, 

то ввиду (1.6) и (1.62) в ЕхНА (А, 9) =0 для всякого 
Д-модуля А. Пусть 1(4А)=0 и В/9=А. Согласно 
предложению (2.8) нулевой подмодуль является един- 
ственным 1-радикальным подмодулем модуля А. 
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Следовательно, соотношение @ = $=В,гдез/@ т-ради- 
кален, возможно лишь при 5 =0. Отсюда =, В, 

1 1 
т.е. Ех (А, 09) =о Ех (4, О0)=0. Таким образом, 
@ оказывается т-копериодическим модулем. Если, 
далее, А — произвольный Л-модуль, то из определения 
чистоты ® сразу следует, что @ Exta(t(A), Q)=0 ana 
любого модуля @. Если модуль @ т-копериодический, 

то ЕхН (АК (А), Q)=0. Но из предложений (1.3) 
и (1.62) вытекает точность последовательности 

® Ех (Ак (A), 90) ->® Exta (А, Q)>o Exta (t (A), Q). 

Отсюда о ЕхЫ (А, @)=0 и, согласно предложе- 
нию (1.6), модуль О является ®-инъективным. 

Введем теперь понятие, двойственное т-коперио- 
дичности. Именно, если г— некоторый радикал, то 

назовем Л-модуль А :-бэровским, если Ех (А, В) =0 
для всех 1-радикальных модулей В. Ясно, что из-за 
предположения т(Л)=0 предложения (2.21) — (2.24) 
не могут быть дуализированы. Но этим недостатком 
не страдает предложение (2.25). Двойственные рас- 
суждения позволяют получить следующий результат: 

(2.26) Если :-— радикал и о -г-кофакторная чи- 
стота, то классы ®-проективных и т-бэровских моду- 
лей совпадают. 

Связь 1-факторной чистоты с кручением г освещает 
следующее предложение: 

(2.27) Если т- кручение, то точная последова- 
тел ность 

0— д — В —"> С-—0 (+) 

индуцирует точную последовательность 

Q-—>1r(A)—>1r(B)—>1t(C). (**) 

Последовател ьность 

0—> (4) —=(В)—=(С)—0 (#*ж+) 

точна и расщепляема тогда и только тогда, когда 1 
является т1-факторно-чистым мономорфизмом. 

Действительно, ввиду свойства К2 и предложе- 
ний (2.5), (2.8) и (2.9) для всякого кручения точная 
последовательность (+) индуцирует точную последо- 
вательность (**). Допустим, что последователь- 
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ность (++) точна и расщепляема. После необходи- 
мых отождествлений будем иметь 1t(B)=t(A)+ H. 
Если АЕЗЕВ и 1(514) = 5'А, то ЗЕТ(В)+ А= 
=А+Н. Отсюда $ =$[(А+Н)=А-+ЗПН. При 
этом, учитывая (2.9), получаем, что АП ПН=АПН= 
= АЙ+(В)ПН =т(А)ПН=0. Следовательно, А т-фак- 
торно-чист вВ. Наоборот, если модуль А т-факторно- 
чист в В, то из включений А=[(С)] пл! В выте- 
кает, что [1(С)]л!=А-ЁРН. Отсюда Н =[+(С)] м ЧА= 
=1(С). Ввиду свойства К2 и предложения (2.8) 
Н= (В). Поэтому, учитывая КЗ и (2.9), получаем 

1(B)=t(B) (A+ H)=t(B)NA+H =t(A) +H, 

что и требовалось. 
Справедливо и двойственное утверждение 
(2.28) Если т- кручение, то точная последова- 

тельность 

0—4 —> В -#> С>0 

индуцирует точные последовательности 

0—Ак (А) —^> B/t(B) 

вВ(В) —> СК(С)-0. 

Последовательность 

O—> A/t(A) +> B/t(B) > C/r(C)->0 (+) 

точна и расщепляема тогда и только тогда, когда 
{ — т-кофакторно-чистый мономорфизм. 

В самом деле, из свойства КЗ следует, что л инду- 
цирует эпиморфизм лм’, а из (2.9) легко вывести, что 
Г — мономорфизм. Допустим теперь, что последова- 
тельность (*) точна и расщепляема. Если ЗЕА и 
t(A'S)=0, to 1(А)= 5 согласно (2.8). Ясно, что 
[A/(A)] ? =[A + t(B)]/t(B). Tlostomy 

[A + 1(B)]/t(B) + AH /t(B) = B/t(B). 

Отсюда А+Н=Ви АПН=АПЙт(В) = (А) = $. Сле- 
довательно, АП(Н+5$)=АПН+$=5, откуда 

A/S +(H + S)/S =BIS. 
7* 99



Этим доказано, что А т-кофакторно-чист в В. На- 
оборот, если модуль А т-кофакторно-чист в В, то 

A/t(A) + H /t(A) = B/t(A). 

Отсюда А+Н=В и АПН = (А). Допустим, что 
фл Е +(С). Записав b=a+h, rye aGA, AEA, no- 
лучим точную последовательность 

0—АПЛА—ЛА-> (ЛА) л—0. 

Из свойства К2’ и предложения (2.10) вытекает, что 
(ЛА) =ЛА. Применив (2.8), приходим к тому, что 
йе т(В). Этим доказано, что [(С)]л! = А+ т(В), 
откуда следует точность последовательности (+). За- 
метим, наконец, что из предложений (2.1) и (2.3) не- 
трудно вывести соотношение t(B)/t(A) = A/t(A). Но 
тогда 

[АЁ(АЕ- НЕ(В) =ВЁ(В), 

что и требовалось. 

Понятие копериодической группы было введено в работе 
Гаррисона [101]. Однако описание всех периодических коперио- 
дических групп было независимо получено еще Бэром и Фоми- 
ным ([и], стр. 187, теорема 50.3) Свойства копериодических групп 
изучались в работах Фукса [85], Рангасвами ([178], [179], [181]), 
Уокера ([207], [208]), Нунке [168]. В частности, Фукс ([85], ч. П, 
предложение а) доказал, что группа А является копериодиче- 
ской тогда и только тогда, когда Ех (В, А) =0, где Ю-—адди- 
тивная группа всех рациональных чисел. Исследование т-копе- 
риодических и т-бэровских модулей проводили Капланский [133], 
Матлис [158], [159], Раду [242], Чейз [58]. Для обычного 
кручения т в группах т-бэровость рассматрнвали Бэр ([и], $ 50), 
Нунке [168], Ротман [191]. Из их результатов, в частности, сле- 
дует, что всякая т-бэровская группа является группой без кру- 
чения, а всякая счетная у-бэровская группа свободна. К этому же 
кругу вопросов относится и работа Сонсяды [194]. Но вопрос 
о том, что представляют собой все т-бэровские группы, пока 
не решен. Близким к нему вопросом является проблема Уайт- 
хеда: каковы все группы А, для которых Ех (А, 2) =0? Рот- 
ман [191] получил следующий результат: если Ех (А, 2) =0, 
то А -— сепарабельная ([в], стр. 185) узкая ([и], стр. 169) группа 
без кручения, вложимая в качестве сервантной подгруппы в пол- 
ную прямую сумму бесконечных циклических групп. Проблемой 
Уайтхеда занимались также Гриффитс [237] Нунке [168], 
Чейз [60] — [62] и Вильоен [204]. 

Предложение (2.21) содержится в работе Штенштрема [197]. 
На справедливость утверждения (2.27) указал Фукс [90]. Пред- 
ложение (2.24) является обобщением результата Фукса [85]. 
Предложения (2.95) — (2.28) доказала Уокер [205]. 
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Согласно предложению (2.15), для каждого кру- 
чения т для которого +(Л)=0, найдется такая чи- 
стота ®, что классы 1-полупростых и ®-плоских мо- 
дулей совпадают. Однако эта чистота не определяется 
однозначно, даже если ограничиться @-чистотами. 
В самом деле, например, в случае обычного круче- 
ния в группах как класс сервантно-плоских, так и 
класс  слабо-сервантно-плоских групп совпадает 
с классом всех групп без кручения, в силу предло- 
жения (1.54). Существуют также чистоты ®, отличные 
от @-чистот, для которых имеет место совпадение 
класса о-плоских модулей с классом 1-полупростых 
модулей для данного кручения т. 

(2.29) Пусть кручение 1 таково, что т(Л) =0. По- 
ложим Ая, В, если А= Ви 1(В)п=т(В!А), где п 
естественный эпиморфизм В на В/А. Тогда отноще- 
ние =, определяет чистоту ®, причем классы 1-полу- 
простых и ®-плоских модулей совпадают. 

Для доказательства установим, что отношение =, 
обладает свойствами Ч0’-— Ч4’. Справедливость Ч0’ 
нетрудно вывести из предложения (2.27). Если А=. В 
и В.С, то положим 2: B->BIA, o: C>C'A, 
т: С СВ, |: СА > СВ (лм, ©, т, |- естественные 
эпиморфизмы). Тогда о} =т. Отсюда 

t(C) of =r(C)t =2(C/B) = r(C/A)f =r(C) of, 

а значит, учитывая предложение (2.9), получаем 

(СА) ==(С) в + (ВА) |= (С/А) == (С) в + «(В/А) = 

=t(C)o+t(B)n=t(C)o, 

т. е. А, С. Пусть, далее, АЕВ=С, Ая, С и 
л: С-—> С/А. Ясно, что &(С)ПВ]л=т(С)лП Вл. Если 
xu=bn, rue хет(С), БеЕВ, то х-ь=ае А, т. е. 
х == {(С)ПВ. Таким образом, [1(С) ПВ] п=т(С)хП Вл. 
Отсюда ( 

1(B/A) =t(C/A) (ВА =т(С)лП Вл = 

= [т(С)П В] л==(В)л, 

т. е. А.В. Пусть теперь А=,Ви КА. Тогда 
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имеет место коммутативная диаграмма 

В —=—> ВА 
а h| 
у . у 

B/K —> (B/K)KA/K), 

где й — изоморфизм. Отсюда 

t((B/K)(A/K)) = t(B/A) h=0(B) nh = 
=1t(B) gv S1(B/K)t St ((B/K)(A/K)), 

т. е. А/К =, В/К. Пусть, наконец, К= АВ, К=,В 
и АК <=,В/К. Тогда в коммутативной диаграмме 

В ——-> В/А 

“ Ч 
B/K —> (B/K)KA/K) 

отображение й является изоморфизмом. Кроме того, 

(В/К) = т(В) в. 

    

Поэтому 

t(B/A)h = ((B/K)MA/K)) = t(B/K)t = t(B) gt = 1 (В) nh. 

Отсюда т(В)л = т(В/А), т. е. А=, В. 
Пусть теперь +(В)=0, и пусть 0—К-—А —^> 

—В —>0 — точная последовательность. В силу свой- 
ства КЗ, (Аул =0=<1(А/К), т. е. модуль В о-пло- 
ский. Обратно, пусть В — о-плоский модуль, и пусть 

0—К —Е -7> В —0 — точная последовательность, 
где Рр-—свободный модуль. Тогда t(B)=r(F)x=0, 
ибо (ЕЁ) =0, в силу предложения (2.6). 

В случае обычного кручения в группах чистота a, 
построенная в предложении (2.29), очевидно, отлична 
от любой 2-чистоты, так как все подгруппы перио- 
дических групп оказываются ®-чистыми, в то время 
как для всякой @-чистоты можно указать примарную 
циклическую группу, содержащую не &-чистую под- 
группу. Например, если р“Яе=, то подгруппа 
p®*(Z/p*!Z) не #-чиста в 2/рЁЯ, в силу предложе- 
ния (1.52). 

Пусть г— кручение и Я— класс всех таких чи- 
стот ®, что классы ®-плоских и 1-полупростых мо- 
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дулей совпадают. Как отмечалось в $ 1, класс ® = 
= П $, является чистым. Нетрудно проверить, что 

оеЕеН 

чистота ®ш„, определяемая классом $, также при- 
надлежит классу =. Вопрос о явном описании чи- 
СТОТЫ ®шш ОСТается открытым. Однако описание чи- 

стоты, определяемой классом $%= [\] 9. где & 
ФЕЙ 

состоит из всех инъективно замкнутых чистот, при- 
надлежащих классу Я, дает следующее предложение: 

® (2.30) Пусть - кручение, т(А)=0, #— радикаль- 
ный фильтр, отвечающий кручению т согласно пред- 
ложению (2.15), Я — класс т-копериодических модулей 
и в, — чистота, отвечающая классу % согласно пред- 
ложению (1.16). Если @-чистота инзективно зам- 
кнута, то классы в-плоских и т-полупростых моду- 
лей совпадают. Если о — такая инбективно замкнутая 
чистота, что классы о-плоских и т-полупростых мо- 
дулей совпадают, то 9 = Фо. 

Действительно, согласно предложению (2.23), 
3. =®. Поскольку, по условию, @&-чистота инъек- 
тивно замкнута, отсюда вытекает, что §,= F(Q,)> 
= PF (&)=9,. Ho rorya очевидно, что всякий в-пло- 
ский модуль является ©-плоским. Отсюда, учитывая 
предложение (2.15), получаем, что всякий ®,-плоский 
модуль 1-полупрост. Если :(С)=0 и дана точная по- 
следовательность 

0>A —> B>C—0, 

то, согласно (2.22), {= 4 (Я)=%,. Это означает, что 
С — ®-плоский модуль. Таким образом, совпадение 
классов ®,-плоских и 1-полупростых модулей дока- 
зано. Если, наконец, ® — такая инъективно замкнутая 
чистота, что классы ®-плоских и :-полупростых мо- 
дулей совпадают, то во всякой точной последователь- 
HOCTH 

0— д -1> В->С->0, 

где 1(С)=0, мономорфизм i о-чист. Если Q— 
®-инъективный модуль, то @ инъективен относи- 
тельно всех таких мономорфизмов Е и, согласно 
предложению (2.22), О = Я. Таким образом, = ®, 
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откуда, учитывая инъективную замкнутость чистоты: ®, 
получаем, что 9, = Ч (Q,) = VY (K) = Do,. 

В случае обычного кручения в группах чистота ®лиа инъек- 
тивно замкнута. Действительно, Эти = Зо, откуда Doni, = 
2, Т.е. Юоа содержит все копериодические группы. Кроме 
того, Феи содержит все вложения группы А в В, где B/A— 
группа без кручения. Однако любую группу А можно вложить 
в копериодическую группу © так, чтобы @/А была группой без 
кручения (см. [178] или [90], стр. 13). Остается применить пред- 
ложение (1.18). Таким образом, в случае обычного кручения 
в группах @лиа = ©. В случае произвольного кручения в моду- 
лях, для которого соответствующая %$-чистота инъективно зам- 
кнута, можно только утверждать, что классы инъективных объек- 
тов ДЛЯ ЧИСТОТ ®лип И ® совпадают, как следует из предложе- 
ния (2.22) и включения Donin = Vo, 

Итак, каждому кручению т, для которого :(Л) = 0, 
согласно предложению (2.30), соответствует некоторая 
чистота. Естественна постановка обратной задачи: 
‘для какой чистоты © класс ®-плоских модулей является 
полупростым? Частичный ответ содержится в следую- 
щем предложении: 

(2.31) Пусть Г = (Ра, U,)} u ece U, „проекционно- 

конечны. Если все правые А-модули Оз проективны, 
то класс всех Г-плоских модулей является классом 
:-полупростых модулей для некоторого радикала т, 
причем +(А)=0. Если все Е, конечно-порождены, то 
справедливо и обратное. 

Действительно, если все Us проективны, то из 
предложений (1.14), (1.41) и (1.42) вытекает справед- 
ливость свойств 1) и 2”) предложения (2.12) для класса 
всех Г-плоских модулей. Ввиду предложения (1.38) и 
[6], стр. 139, предложение 1.1а, :(Л) =0. Для дока- 
зательства обратного заметим, что из предложений 

(2.12), (1.40) и (1.43) вытекает, что все модули Иа 
являются плоскими и конечно-связанными. Согласно 
предложению (0.10) все они проективны. 

Как следствие предложения (2.31) получаем 
(2.32) Для того чтобы класс всех #-плоских А- 

модулей, где г состоит из всех главных левых идеа- 
лов кольца А, был полупростым, необходимо и Oo- 
статочно, чтобы все главные правые идеалы кольца А 
были проективными. 
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Из предложений (2.31), (1.45) и [6], стр. 32, пред- 
ложение 6.2, вытекает 

(2.33) Для того чтобы класс всех плоских А-мо- 
дулей являлся полупростым, необходимо и доста- 
точно, чтобы кольцо было полунаследственным справа. 

На справедливость предложения (2.33) указал Койфман. 
К рассматриваемому кругу вопросов примыкает и другой его 
результат ([12], стр. 1204, теорема I): класс проективных 
А-модулей полупрост тогда и только тогда, когда кольцо А. на- 
следственно слева, удовлетворяет условию минималеьности для 
главных правых идеалов, а все конечно-порожденные правые 
идеалы кольца А конечно-связаны. Наконец: класс свободных 
Л-модулей полупрост тогда и только тогда, когда кольцо A 
является телом. 

Действительно, пусть класс свободных А-модулей полупрост. 
Тогда ввиду нредложения (2.3) все левые идеалы. кольца Л 
свободны. Но тогда свободны и все проективные Л-модули ([6], 
стр. 34, упражнение 7). Поэтому из предыдущей теоремы выте- 
кает, что ЛА удовлетворяет условию минимальности для главных 
правых идеалов. Но тогда в нем нет делителей нуля ([24], 
стр. 27, предложение 5.2). Отсюда, поскольку джекобсоновский 
радикал кольца Л является пиль-идеалом, а фактор-кольцо по 
нему классически полупросто ([49], стр. 467, теорема Р), выте- 
кает, что Л —тело. Так как над телом все модули свободны, то 
второе утверждение доказывасмого предложения тривиально. 

Отметим еще результат Хилтона [114]: если Л -— кольцо без 
делителей нуля и все его правые и левые идеалы являются глав- 
ными, то класс плоских А-модулей совпадает с классом ло- 
кально свободных модулей !). 

Из (2.33) вытекает, что для указанного выше класса колеи 
классе локально свободных модулей полупрост. Будет ли он 
полупрост для каких-либо других колен? Заметим еще, что во- 
прос об условиях, при которых раднкалы, указанные в теоремах 
Койфмана, являются кручениями, остается открытым. 

Выделим в кольце Л некоторое множество $ та- 
ких элементов $, что г(5) =0. Пусть #; ={А5 |5 = $}. 
Согласно предложению (2.31) существует такой ра- 
дикал *‹, что классы т‹-полупростых и #;-плоских 
модулей совпадают. Важные частные случаи возни- 
кают, если 5$=5и == {$|г(5)=0} или S=Sy = 
= {5 |г(5$) = (0:5) =0}. Возникающие при этом ра- 
дикалы будем соответственно называть радикалами 
Иоффе и Леви и обозначать через ти и тл. Ясно, что 
:л(А)=ти(А) для всякого Л-модуля А. В случае 
  

1) Модуль называется локально свободным, если свободен 
каждый его конечно-порожденный подмодуль. 
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коммутативной области целостности как ти (А), так и 
гл (А) совпадает с обычной периодической частью, 
а класс тл-полупростых модулей совпадает с классом 
обычных модулей без кручения. Исследуем связь 
между радикалами и кольцами частных '). 

(2.34). Если система $ миультипликативно замк- 
нута и $ = $л, то эквивалентны следующие свойства: 

1) Л обладает левым кольцом частных Аз отно- 
сительно системы S; 

2) для всякого А-модуля А совокупность S-ne- 
риодических элементов образует подмодуль; 

3) для всякого А-модуля А совокупность его 
%-периодических элементов совпадает с т5(А). 

Действительно, для доказательства импликации 
1)=>2) допустим, что Ах существует. Тогда для лю- 
бых ЛЕЛ изе=5$ найдутся цел иЁ=5$, такие, 
что tA=ps. Поэтому если 5а =0, где аеА, $ = $5, 
то #(^а)=в (5а)=0. Если $1а,= $.а.=0, то ts, (a,+a,)= 
= #($1а1) + в ($242) =0, где 151 =15. Если справед- 
ливо 2), то используя предложения (1.54) и (2.1) 
получаем, что множество Т всех $-периодических 
элементов Л-модуля А является 15-радикальным под- 
модулем модуля А. Если ае=ГТ, 5=фЗ и за ЕТ, то 
$'5а =0 для некоторого 5’ == $5, т.е. а = Г. С помощью 
предложения (1.54) отсюда выводим, что модуль 
(Ла + ТУТ tg HOM TPOCT для любого ав-Т и, следо- 
вательно, модуль Ла -+ ТГ не может быть 15-радикаль- 
ным. Таким образом, Г является максимальным 
:‹-радикальйым подмодулем модуля А и, согласно 
предложению (2.8), совпадает с 15 (А). Допустим, что 
выполняется условие 3), и пусть $ = $. Тогда Л-модуль 
AjAs является тс-радикальным, HOO s(1+As)=0. 
TIo ycaospuio 3), aaa Beakoro AGA naiimetca takoit 
элемент Ёе $, что (AG As, tT. e. fA=ps Daa HeKOTO- 
рого цеЕЛ. Отсюда нетрудно вывести существование 
кольца Л‹ (см. [6] или [31]). 

Если Л — кольшо без делителей нуля, то $л= Su= 
=Л\\0, и из предложения (2.34) сразу следует 
  

') Кольцо А; называется левым кольцом частных кольца Л 
относительно системы $, если: а) ЛА; 6) каждый элемент 

из $ имеет в Л. двусторонний обратный; в) если хеЛ., то 

x=s lh, re seS, AGA, 
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(2.35) Если А-кольцо без делителей нуля и 
$ =Л \ 0, то Л обладает левым кольцом частных Ag 
тогда и только тогда, когда хл=ти является круче- 
нием. - 

Некоторым уточнением предложения (2.34) является 
следующее утверждение: 

(2.36) Если $ <= $л, э мультипликативно замкнута 
и Л обладает двусторонним кольцом частных Ag!) 
относительно системы $, то 15 (А) = Кег (4$ лед), где 
д— естественное вложение Л в Лу. 

Действительно, если а ет (А), то, согласно пред- 
ложению (2.34), за =0 для некоторого $ = S. Отсюда 
(1 @а)(с®е,)=515 ®а=5! ® за =0, т. е. т5(А) = 
<= Кег (1 ®е)). Обратное включение устанавливается 
в доказываемом ниже предложении д), которому 
предпосылается несколько вспомогательных утверж- 
дений. 

а) Если кольцо А обладает левым [правым] коль- 
цом частных относительно системы $, то для вся- 
кого набора элементов №, ..., жЕЛиЗз, ..., SmES 
найдутся элемент и=о и элементы щ,..., шЕеЕЛ 
такие, что uh, = Ц;$; [Aju = ЗА] (i =1,..., m). 

В самом деле, при 1 = | это очевидно. При т =2 
найдем и, и. =$, так что иМ= 1$, и ИА. = [о5о. 
Ho зи! =Аио где = 5. Положив и= ош, получим 

uA, = OS; 

Uhg = MgAg = ApySo. 

Далее по индукции. 
6) Левое кольцо частных Ах кольца ЛА относи- 

тельно системы $ является правым плоским Л-мо- 
дулем. 

Для доказательства рассмотрим точную после- 
довательность правых Л-модулей 

0>K—>F >A; —0, 

где РЬ— свободный правый Л-модуль с базой $ = 
= {х,|5 = 5$} и хл=$!. Пусть Г[Г— левый идеал 

И 

  

1) Левое кольцо частных кольца Л относительно системы $ 
называется двусторонним, если оно является правым кольцом 
частных кольца Л относительно системы $. 
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кольца Л. Ввиду результатов из [г]. (стр. 184, .ра- 
венство (1.7), стр. 194, теорема 5,1, стр. 211, теорема 
8.4) существует коммутативная диаграмма 

0 

J 
Tor (As, A/r) 

J 
K®,l Е пе! A, @,1>0 

| о o| 
у у 

К F _a, As—>0 

  

  

с точными строками и столбцами, где (2 ® А) в=2А 

и и ®ло= ах. Если и ЕЛ; ®Г, то ш= У 5 @ Mp: 

где sp HS, El. Econ wo=0, To Disp Ap =0. Co- 
гласно утверждению а), найдутся такие элементы 
ш, ..., т Е Л, что и=рьзь при некотором и== $. 
Отсюда $; = и, и, следовательно, у, = х,, — ХИ ЕЕК: 

С другой стороны, > Leap = > US; Ap =0. Поэтому 

DY eke = Dike, Me Но в — мономорфизм ([6], стр. 139, 

предложение 1.1а). Значит, > Уь 69 А, = > Xs, @ Ap. 

Отсюда, поскольку у, ЕЕЛТ, получаем и = (У, X5,@ Ap) x 

x (az ® er) =(Dh yz @ An) (1 ® e7) = Di yan @ Az = 0. Takum 
образом, о есть мономорфизм, и, следовательно, 
Tors (As, ЛГ) =0. Согласно [6], стр. 131, предложе- 
ние 9.2*, отсюда следует, что Тот^ (Л; А)=0 для 

всех Л-модулей А. | 
Далее будем предполагать выполненными условия 

предложения (2.36). Рассмотрим точную последова- 
тельность 

0—К-—>@—— Л; >0, 

где @ — свободный правый А-модуль с базой {х., х.| 
5 = $}, причем дхл=1, хл=$. 

в) Если в.,..., Шв ЕЕК, ТО ши = Хи — х5) м, 
se 

для некоторых ueaS u № ЕЛ. 
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Очевидно, что достаточно доказать это утвержде- 
ние для m=], после чего нетрудно провести индук- 
цию. Если 

= м + > ХЕ: К, - 
5е5/7с-$ 

то, согласно утверждению а), найдутся иеф и 
ци: ЕЛ такие, что &и=5зи,; для всех $ = 5’. Отсюда 

wu = ани + Ух, = хи + Мы) — 4 (x, — хи. 

H TaK KaK (3) (x, — x58) pg) T= 0, т.е. № (4 — х,5) и,=К, 
TO x, (Eu -+ Ув.) =А, а значит, &и + Уы,=0. 

г) Если А— инжективная оболочка модуля А, то 

(A) = Кег (4 ®лед). 
Действительно, из утверждения б) легко вывести, 

что Кег(л @ ez) =K® A, Ноэтому если 1®а=0 

в Л, ® А, то „®аеК®А. Отсюда, учитывая в), 
включение ие=5$ и инъективность модуля А, получаем 

х @а= Жи, ® аа = Уи, ® ua, = 

= wu @ a’ = D(x, — x8) @ b= 
=x,® >) b,— Dix, ® sb,, 

где и, ЕК, а, а,, 6, = А. Применив утверждение (0.7), 

получаем 56: = 0, а= У. откуда в; Е т (A), a 3Ha- 

чит, и ае (А). 
. ддт (A) = Ker (q ® лед). 

Поскольку, согласно утверждению 6), Л; — пра- 
вый плоский Л-модуль, а из предложения (2.34) вы- 
текает, что +(А)=+(А)ПА, то справедливость д) 
следует из г), в силу коммутативности диаграммы 

0 — Кег (1 ® ед) —> А > Л; ®А 

о 4 
0 —> Кег (4®е;) > А —>Л‹®А 

с точными строками. 
Связь между чистотой и кручением, исследованная в пре- 

дыдущих предложениях, имеет своим истоком совпадение клас- 
сов плоских групп и групп без кручения ( [6], стр. 171, предло- 
жение 4.2). Этот факт можно получить как следствие предло- 
жений (2.15) и (1.38) или (2.33). Частные случаи предложений 
(2.34) и (2.35) получили Иоффе [9] и Леви [147] (см. также [110] ). 
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Предложение (2.32) принадлежит Хаттори [104], а предложение 
(2.36) обобщаетодин из результатов Жантиля [94]. Гельцер 
[110] исследовал кручение, определяемое классом 3.={В | Нот \ (В, 
У) =0, если У инъективен и тл-полупрост} (ср. (2.13)). 

Он же занимался вопросами, примыкающими к предложе- 
ниям (2.34)—(2.36). Из предложения (2.36) видно, что радикал 
Леви совпадает с радикалом Ляфона [127], рассматривавшего, 
правда, только модули над коммутативными кольцами. 

Обозначим через $. класс всех таких А-модулей @, что для 
всякого плотного мономорфизма й: А-> В из равенства й} = йв, 
где [, 6: В-> 0, вытекает, что {= 5. Если Л — коммутативная 
область целостности, то % совпадает с классом уд-полупростых 
модулей. Это показал Плезант [173], предложивший в связи 
с этим новое обобщение понятия модуля без кручения. 

В некоторых случаях с данпой чистотой можно связать ра- 
дикал еще одним способом (правда, этот радикал, как правило, 
пе оказывается кручением). В самом деле, из (2.10), (1.9), (1.33), 
(1.34), (1.35), (1.36) вытекает: 

Пусть Г=((Ро, По)}. Если все модули Иа проективны и 
компактны, то Г-делимый класс радикален. Если Г-делимый 
класс радикален, то все модули Иа проективны, а для тех а, 
для которых Е конечно-порождены, модули Из компактны. 

Поскольку из компактности всех левых идеалов кольца Л 
петрудно вывести его нетеровость слева, из предыдущего пред- 
ложения ввиду (2.10), (1.31), (1.35), (1.36), (1.45), (1.46), [6], стр. 30, 
теорсма 5.4, и [6], стр. 32, предложение 7.1, следует: 

Класс всех инзективных А-модулей радикален тогда и только 
тогда, когда А. наследственно слева и нетерово слева. 

Матлис ( [157], следствие 2.3) доказал радикальность класса 
подинъективных Л-модулей, если Л — коммутативиая область 
целостности, проективная размериость поля частных которой 
пад Л равна [. 

Отметим, что модули без кручения над кольцами без дели- 
телей нуля привлекали внимание Вольфсона ([213], [214]), 
Гевиртсмана [95], а также Феллера и Своковского [81] в связи 
с известной задачей: когда изоморфизм колец эндоморфизмов 
двух модулей влечет изоморфизм самих модулей? Для примар- 
ных абелевых групп этот вопрос полностью решен ([и], $ 56). 
Кроме того, исследовалось кольцо эндоморфизмов модуля без кру- 
чения пад полупервичным кольцом ([219]); а также кольцо так 
называемых квазиэндоморфизмов группы без кручения ([185]). 

Пусть т— некоторый радикал. Модуль А назовем 
т-расщепляемым, если расщепляема точная после- 
довательность 

0—т(А) > А > АД (А) >0. 
Если т-расщепляемы все Л-модули, то будем гово- 
рить, что радикал + расщепляем. Из свойств К, K4 
и предложения (2.8) следует 

(2.37) Радикал + расщепляем тогда и только 
тогда, когда 1 (А) =0 и ‹(В)= В влечет Ехё\ (А, В) = 0. 
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Из предложения (2.37) сразу следует, что расщепляемость 
радикала + равпосильна 1-копериодичности всех т-радикальных 
модулей. Этот результат, впрочем, почти ничего не дает для 
разыскания критериев расщенляемости радикала. Заметим, что 
критерий расщепляемости кручения, задаваемого радикально- 
полупростым классом, содержится в предложении (2.20). Вполне 
возможно, что в случае расщепляемости кручения 1 класс всех 
\-радикальных модулей окажется радикально-полупростым. Ис- 
следования в этом направлении начал Длаб [74]. Несколько 
общих достаточных условий для нерасщепляемости кручений 
предложил Горбачук [4]. Из его результатов, в частности, вы- 
тскает нерасщепляемость всех нетривиальных кручений в случае 
абелевых групп. Этот же результат можно получить из теоремы 
Бэра — Фомина ([и], стр. 187, теорема 50.3), а также из теоремы 
Ротмана [190], доказавшего, что из расщепляемости радикала 
т для модулей над коммутативной областью целостности Л 

(ввиду предложения (2.35) этот радикал является Кручепием) 
вытекает, что Л — поле. Результат Ротмапа обобщила Иоффе 
( [9], стр. 820). Капланский ([130], [132]) устаповил, что ком- 
мутативная область целостности полунаследствепиа (т. е. явля- 
ется прюферовым кольцом) тогда и только тогда, когда над 
ней всякий конечно-порождепный модуль хл-расщепляем. Леви 
([147], стр. 149, теорема 6.1) доказал + л-расщепляемость всех 
конечно-порожденных модулей над полупаследственным слева 
кольцом, обладающим двустороппим кольцом частных, полу- 
простым в классическом смысле. Диксон [65] показал, что рас- 
щепляемость радикала +л пад нетеровой коммутативной об- 

ластью целостности влечет ее артиновость. Таким образом, 
расцепляемость нетривиального кручения — явление довольно 
редкое. Это конечно, пе мешает расщепляемости отдельных 
модулей. Например, тл-расщепляема всякая делимая группа 

([в], стр. 139). Харада [100] перепес этот результат на случай 
инъективиых модулей над коммутативными областями целост- 
ноети. Матлис [158] доказал, что подинъективные модули над 
коммутативными областями целостности { л-расщепляемы. Он же 
исследовал $л-расщепляемость Л -делимых модулей над ком- 

мутативной областыо целостпости. Леви ([147], стр. 149, теорема 
6.1) доказал тл-расщшепляемость всех конечно-порожденных мо- 

дулей над полунаследствеииым слева кольцом, обладающим 
двусторониим кольцом частных, полупростым в классическом 
смысле. Для групп известны многочисленные критерии расще- 
нляемости. Однако большипство из них использует специфику 
кольца целых чисел. Среди исключений укажем на результат Рейда 
([184], предложение 1): группа А является 1 л-расщепляемой 

тогда и только тогда, когда в А существует сервантная подгруппа, 
дополнительная к подгруппе +л(А). Имеют смысл в случае мо- 

дулей также формулировки критериев, предложенных Ирвином, 
Пирси, Уокером [122], Матлисом [158], Прохазкой [175] и Руды- 
ком т Сюда же примыкают и некоторые результаты Нун- 
ке [166]. 
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Остановимся на совершенно ином подходе к по- 
нятию кручения. Именно, назовем Л-модуль А модулем 
без кручения в смысле Басса, если естественный 
гомоморфизм модуля A B Homa (Homa (A, Л), Л)') 
является мономорфизмом. 

(2.38) Следующие свойства А-модуля А эквива- 
лентны: 

1) А не имеет кручения в смысле Басса; 
2) для всякого ненулевого элемента а из А найдется 

такой гомоморфизм фе Нотл(А, Л), что аф=-0; 
3) А изоморфно вкладывается в полную прямую 

сумму некоторого числа экземпляров кольца A. 
Действительно, докажем импликацию 1)=>2). 

Пусть 9520 и af=0 для всех f@=Homa(A, Л). 
Тогда при естественном гомоморфизме элемент а 
переходит в нуль. Ввиду свойства 1) а=0. Противо- 
речие. Пусть теперь выполнено 2). Для каждого 
052аЕЕА найдем такой гомомбрфизм ф„: А-> Л, что 
афа5-=0. Положив B= 2 My где Л.= Л, заметим, 

ace 

что гомоморфизм $, заданный формулой xq = 
= (..., ХФ, ...), является мономорфизмом А в В. 
Следовательно, выполнено 3). Наконец, докажем 

импликацию 3)=> 1). Пусть A—>B= >) A,— Mouo- 
морфизм, указанный в свойстве 3). Если 05ае А, 
то найдется такой эпиморфизм л: В->Ло, что 
ато =-0. Ясно, что [ль Е Нотл (А, Л). Если ф — образ 
элемента а при естественном гомоморфизме, то 
ф(Гла) = а ==0. Следовательно, естественный гомо- 
морфизм является мономорфизмом. 

(2.39) Если инъективная оболочка кольца Л вло- 
жима в свободный ЛА-модуль Е (в частности, если Л 
самоинзективно слева), то класс В всех Л-модулей 
без кручения в смысле Басса является полупростым 
и соответствующий радикал т является криучением. 

Для доказательства установим: 
а) Если АВ, аеА, $: А->Л и а 95-0, то cy- 

ществует ф: В-> Л, причем аф=-0. 
  

+) При естественном гомоморфизме элемент ае А отобра- 
жается в элемент фе=НошлА(Нотл (А, Л), Л), определяемый 
условием Ф ({) = af aaa senxoro f = Hom, (А, A). 
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Действительно, ясно, что отображение ф можно 
продолжить до отображения \’ В->Р. Поэтому 
найдется такая проекция л: Р-»Л, что а\’л=&0. 

Далее, ввиду предложения (2.38) яспо, что класс В 
замкнут относительно подмодулей и полных прямых 
сумм. Пусть теперь дана точная последователь- 
ность 0-> А—>В >С ->0, где А, С =. Если фЕВ\ А, 
то для него, очевидно, найдется указанное в предло- 
жении (2.38) отображение В в Л. Если а=А, то 
существование такого отображения вытекает из а). 
Таким образом, В = %. Согласно предложению (2.12), 
класс $ полупрост. Если А=т(В); $’: АС, Се» 
и $’>=0, то существует ф=ф’ф”=Е0, где ф”; С -> Л. 
Применив а), найдем 0521: .(В)->Л, что певозможно. 
Используя (2.1), получаем, что А=т(А). 

Однако в общем случае класс модулей без круче- 
ния в смысле Басса ие замкнут относительно рас- 
ширений и, согласно предложепию (2.12), не обязан 
быть полупростым. Для доказательства рассмотрим 
алгебру Л над полем Р с базой 1, в, 6, где | —еди- 
ница и =?=4? =е0 = 6в=0. Пусть А- А-модуль с об- 
разующими а, 6, где в =6а, 06 =0. Нетрудно убе- 
диться в точности последовательности 

O>A—>A—> Ab—>0, 

где li=a,an=0, bn=6. Acuno, uTo Au Ad He HMeIT Kpy- 
чения в смысле Басса. Допустим, что ф: А.-->Ли (да)ф=-0. 
Если фф=а-- Ве -+ \5, где а, В, уЕЕР, то 0 = (66) ф = об, 
откуда а = 0. Но тогда (6а)ф = (#6) ф = вв=0. Проти- 
воречие. 

Предложение (2.38) принадлежит Бассу [42]. Там же пока- 
зано ([42], стр. 477, предложение 4.7), что конечно-порожденные 
модули над коммутативной областью целостности не имеют кру- 
чения в классическом смысле тогда и только тогда, когда они не 
имеют кручения в смысле Басса. Чейз ([58], стр. 468, теорема 4.1) 
доказал, что всякий А-модуль без кручения всмысле Басса является 
плоским тогда и только тогда, когда Л. полунаследственно справа. 
В указанных работах Чейза и Басса имеются и другие ре- 
зультаты, относящиеся к рассматриваемому вопросу. Свойства 
модулей без кручения в смысле Басса над некоторыми классами 
колец исследовали Аусландер [32], [33], Чейз [59], Джане [127] 
и Фогель [254]. Кольца эндоморфизмов модулей без кручения в 
смысле Басса изучали Зельмановин [219] и Гевиртсман [96]. 
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$ 3. NOJIHOTA 

К понятию делимости также можно подойти с аксио- 
матической точки зрения. Именно, назовем пополне- 
нием функцию 0, ставящую в соответствие каждому 
Л-модулю А определенный на нем мономорфизм 0 (А), 
причем 

П1. Если Е А>В, то [9 (В) =60(А)х для некото- 
рого гомоморфизма 5. 

П2. Если 0(А): А-В и |: ВС — эпиморфизм, 
TO 9 (С) =ес. 

НЗ. Если 0 (4): А-В, то Ип0 (А) плотен в В. 
Легко понять, что ПЗ равносильно свойству 
ПЗ’. Если 0 (А) с — мономорфизм, то а — мономор- 

физм. 
Если 0 (4): АВ, то модуль В будем называть 

9-пополнением модуля А и обозначать через % (А) 
или $} (А). Модуль А назовем 9-полным, если А = (А). 
Отметим, что из [2 вытекает в этом случае равен- 
ство 0 (А) =ед. Пополнение 0 будем называть правиле- 
ным, если изоморфизм модулей А и В может быть 
продолжен до изоморфизма модулей (А) и %(В). 
Пополнение 09 называется точным, если включение 
ASB = (А), где модуль В 0-полон, возможно лишь 
при В =$(4А). Нетрудно проверить, что всякое точное 
пополнение правильно. Примеры неточных (и тем более 
неправильных) пополнений пока не известны. Однако 

(3.1) Всякое пополнение в. категории абелевых 
групп является точным. 

Действительно, пусть ДЕ Ву (А) и группа В 
является 9-полной. Из 0-полноты группы В следует, 
что тождественное отображение группы А на себя 
можно продолжить до гомоморфного отображения ф 
группы (А) в В. Пусть теперь = (А). Так как A 
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плотно вложено в 4,(4), то п2е=А для некоторого 
натурального числа п. Если п = 1, тт ге А < В. Пусть 
п> |, и пусть для всех т< п уже доказано, что если 
2=\(А) и те А, то геВ. Предположим, что 
иг =ае=Аи п=рт, где р — простое число. Тогда 

р (112) =а= аф = (иг) ф=р [(mz) gq], 

т. е. р[112- (т2) $] =0. Отсюда имеем или ш=— 
— (1т12)ф=0 или 2 [тг — (12) ] ПА-=0. В обоих слу- 
чаях, в силу простоты числа р, справедливо 11 (= —2ф)= 
= 112 — (т2)ф= а’ = А. Однако т<п и, таким обра- 
зом, 2—2ф=феВ. Но 2феВ и, следовательно, 
2=2ф-+ фе В, т. е. В = (А). 

Скажем, что пополнения 0 и 0’ равны, если для 
каждого модуля А найдется такой изоморфизм о: 
39(A) —>39(A), что диаграмма 

gv) За (А) 

ав. 
Я» 

коммутативна. Легко доказать, что равенство попол- 
нений рефлексивно, симметрично и транзитивно. 

Согласно [г], стр. 138, теорема 11.3, имеем 
(3.2) При любом пополнении 0 модуль (А) при- 

надлежит инъективной оболочке модуля А. 
Из свойства П2 и [6], стр. 30, теорема 5.4, не- 

трудно вывести 
(3.3) Естественное вложение А-модуля в его инъек- 

тивную оболочку является пополнением тогда и только 
тогда, когда кольцо А наследственно слева. 

В частности, в случае абелевых групп пополне- 
нием будет функция, ставящая в соответствие каждой 
группе ее естественное вложение в минимальную из 
содержащих ее делимых групп. 

(3.4) Если пополнения 0 и 0’ таковы, что 0 — точ- 
ное и совокупности @-полных и 0’-полных модулей 
совпадают, то 0 =0". 

Действительно, пусть А — некоторый модуль. Так 
как %(А) является 60’-полным модулем, то ввиду 
свойств Пи 12 имеет место коммутативная 
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диаграмма 

P 4-94 (д) 
0’ al В 

у у 

3 (А) —=> (А). 

Из ПЗ’ вытекает, что &-— мономорфизм. Так как 
модуль %,(А) 0-полон, то, ввиду П2 и точности по- 
полнения 0, [ше=% (А). 

Таким образом, для задания точного пополнения 
достаточно указать класс полных модулей. Однако 
внутренняя характеристика такого класса не найдена. 
Для решения этой задачи может оказаться полезной 
связь пополнений с моноинъективными структурами. 

(3.5) Для всякого пополнения 0 совокупность всех 
9-полных модулей является классом ®-инзективных 
модулей некоторой полной плотной моноинзективной 
стриктуры 3 (©, 5). При этом | А-> В принадлежит © 
тогда и только тогда, когда [с =0(А) для подходя- 
щего 5: В —> 5 (А). ` 

Действительно, справедливость первого утвержде- 
ния сразу следует из П1-— ПЗ и предложения (0.2). 
Если, далее, {=Ф©, то [с =0(А), так как, в силу П2, 
(А) =>. Если же [с =60(А), то Г=® ввиду (0.1г). 

Имеет место и обращение этого утверждения: 
(3.6) Пусть $ = ($, 55) — полная плотная моноинзек- 

тивная структура. Гогда существует такое пополне- 
ние 0, что 5 совпадает с классом 69-полных модулей. 

Действительно, ввиду плотности моноинъективной 
структуры для каждого модуля А можно выбрать 
мономорфизм 0 (А): А (А) так, что 9 (А)=Ф, 4(A)EQ 
uv Im@(A) плотен в 3 (4). Если А, то осуществим 
этот выбор, положив 0 (А) =ед. Это возможно, в силу 
свойства (0.16). Если |: А->В, то справедливость 
свойства [| вытекает из инъективности модуля 3(B) 
относительно 0 (4). Справедливость свойств [2 и ПЗ 
ясна из построения, 

Далее, отметим 
(3.7) Полная прямая сумма 0-полных модулей 

9-полна. 
* 

В самом деле, пусть A= №! Аз-— полная прямая 
сумма 0-полных модулей А. Проекции А на Ах обо- 
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значим через ле. Ввиду свойства П2 0 (Ао) =ед. 
Поэтому, применяя П], получаем 

My, = MgO (Ag) = 8 (A) go, 

где gy: 3(A)—>A,. BuGepem с: 3(A) >A так, что 
2%, = 9. Если а А, то 

a0 (A) gay = a8 (A) go = ang. 

Отсюда a0(A)g=a, т.е. с — эпиморфизм. Остается 
применить 112. 

(3.8) Пусть 0 — некоторое пополнение. Тогда экви- 
валентны следующие свойства А-модуля Q: 

1) модуль О 9д-полон; 
2) модуль О инъзективен относительно 0(ЁР) для 

всякого свободного А-модиуля Е; 
3) модуль О -—эпиморфный образ 0-пополнения 

свободного А-модуля. 
В самом деле, импликации 1)=>2) и 3) => 1) оче- 

видны. Если справедливо 2), то модуль О инъективен 
относительно 0 (РЁ), где Е свободен ил: Е» О — эпи- 
морфизм. Но тогда @ оказывается эпиморфным обра- 
зом модуля 3(Ё), т. е. выполнено 3). 

Пополнение 0 называется аддитивным, если прямая 
сумма 0д-полпых модулей 60-полна. 

(3.9) Следующие свойства точного пополнения 0 
в категории А-модулей эквивалентны: 

1) 0 аддитивно; 

2) (21 Ао = > (Ас), причем изоморфизм ч: 
Ув (4 )>%(>» Аа) может быть выбран так, что 

10(\ Л.) =0(4)Ф, где &-естественное вложе- 

ние А в Уд, а |‹- естественное вложение 35 (Ав) 

в Уь (4). , 
3) Модуль Q, инъективный относительно моно- 

морфизма 6(А), 0-полон. 
Для доказательства импликации 1)=>2) положим 

А=Уди В = У» (А.). Из Ш и ПЗ’ вытекает суще- 
ствование таких мопоморфизмов Фа: $ (Аа) —> 3 (А), что 

10 (А) =0 (44) фа. Но тогда ф = Уф -— мономорфизм В 
в $ (4), причем 240 (4)=Вф. Поскольку Вф 0-полон, из 
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точности пополнения 6 вытекает, что ф — эпиморфизм. 
Следовательно, ф — изоморфизм, причем 

49 (А) = 9 (Ас) фо = 0 (Ао) оф. 

Если справедливо 2), то рассмотрим Л-модуль А, 
инъективный относительно 9(Л), свободный А-модуль Р 
с базой {ха} и гомоморфизм {: Е>А. По условию 2) 

существует изоморфизм ф: $ (Е) -> Ж(Лха), причем 
ig (Р)ф= O(AXq) fas THe ig: AXg—>F u fg: у (Аж) > 

—> У (Аха) — естественные мономорфизмы. Пусть 
|, — ограничение { на Лхе. Тогда р =0(ЛАхо) во, где 
ба; 38 (Ахо) -> А. Обозначим через д продолжение си- 

стемы {5} на У (Ахо). Тогда 

i,0 (F) eg = 98 (AXq) jag = 9 (AXq) Sa = dol, 

6 (F) og =f. 

Таким образом, модуль А инъективен относительно 
0(Р) и ввиду предложения (3.8) 0-полон. Этим дока- 

к зана справедливость свой- 

Для доказательства им- 
vl | Ne пликации 3)=—=1) рассмо- 

’ трим прямую сумму Q= л 2 : (A) ——> 3UAy/K—=<— БВ) = >10 0-полных модулей О’. 
g\ hh Пусть ф: Л->0. Тогда 1тф 

I, принадлежит сумме конеч- 

откуда 

(Ay/Ker ного числа модулей Q,. 
a(Ay/Kerg Поэтому предложения (3.7) 
Рис. 4. и (3.8) позволяют продол- 

жить ф до гомоморфизма 
(Л) в 0. Ввиду условия 3) модуль О является 
9-полным. 

(3.10) Если 0 — точное пополнение,  А->В -— эпц- 
морфизм, 8: (А) > (В) и [9(В) =60(А) &, то 

$9 (A) (Ker f) 6 (A) = 39 (B) 1 - Кег g/(Ker f) 8(A), 
20e i — такой monomopqgusm, uTo f0(B)i = 6(A) x, причем 
л — естественный изоморфизм 3g(A) Ha 39(A);(Ker f) 8(A); 
кроме того, 

to (A)/A® (A) & ip (B)/BO (B) + Ker g/(Ker f) 8 (A). 
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Действительно, пусть 5 = 515., где с, естественный 
эпиморфизм 3(A) Ha 3(A)/Kerg, a go — мономорфизм. 
TlonoKumM K=(Kerf)@(A). Tax xax K&Kerg, To 
g,= лй, где А — естественный эпиморфизм 3(A)/K na 
+ (А)/Кег 5. Так как (Кег/)0(4А)л=0, то найдется 
такой мономорфизм №: В —>}(А)/К (рис. 4), что №= 
=0(А)л. Тогда 

f@ (B) = 8 (A) g = 8 (A) gig. = 8 (A) nhg, = fkhgy. 
Отсюда, поскольку { — эпиморфизм, имеем 6 (В) = Ей бо. 

Еще раз используя свойство П1 и полноту $ (А/К, 
найдем такой гомоморфизм # 3(В)—3(А)/К, что 

9 (В)ё=^. | 
Отсюда 9 (В) = 0 (B) ihgs. 

Согласно свойству ПЗ” в», а значит и [, — мономор- 
физмы. Применяя П2 и учитывая точность пополне- 

ния 0, убеждаемся, что #5. — автоморфизм модуля 
(В). Отсюда , 

(в) (пе) '] = exe. 
Если хез(А)К, то х=ул, где уе}; (А). Полагая 
т=А 5, (#5), получаем равенство 

(x — xti) hg, = yg — yg (thg,) (Ив) = 0. 
CnenonaTesbuo, x — xti = Кегй = Ker g/K. Takum o6pa- 

30M § (A)IK =3(B)i+ Ker g/K. 
Если хе} (В)ЕП (Кег &/К), то х=2=ул, где ге} (В), 
y © Ker g. Отсюда | 

2 = хт= ynt = ус (г. ' =0. 

Поскольку [9 (В) ={=0(А)л, это завершает дока- 
зательство первого утверждения. Наконец, полагая 
р = Ker с!/К, приходим к соотношению 

$ (4)/А6 (А) = [3 (A) K]A9 (A)/K] & 
= [3(B)i + D]/AfO (B) i = 3(B)/BO(B) + D. 

Модуль называется 60-редуцированным, если он 
не содержит ненулевых 0-полных подмодулей. 

(3.11) Класс 0-редуцированных модулей является 
классом т-полупростых модулей для некоторого ра- 
дикала т, причем всякий 6-полный модуль оказы- 
вается *\-радикальным. 
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В самом деле, ясно, что класс % 0-редуцирован- 
ных модулей замкнут относительно подмодулей’ и 
полных прямых сумм. Если имеется точная последо- 

вательность 0 А-—В-—>С->0, 

roe A, Ce, D&B xu D 0-полон, то по свойству 
Tl2 DSA 4H, следовательно, О = 0. Остается применить 
предложения (2.1) и (2.12). 

Пополнение 0 назовем расширяемым, если 09-полно 
всякое расширение 0-полного модуля с помощью 
9-полного. 

Из предложения (2.10) вытекает 
(3.12) Класс 9-полных модулей является радикаль- 

ным тогда и только тогда, когда пополнение 0 адди- 
тивно и расширяемо; при этом соответствующий полу- 
простой класс совпадает с классом всех д-редуци- 
рованных модулей. 

Расширяемые пополнения тесно связаны с чистотой, 
(3.13) Пусть 0-—расширяемое пополнение, и 

> — класс всех 9-полных модулей. Положим А=,В, 
если В =А- 5, где А $=®. Тогда отношение =. 
обладает свойствами Ч0’ — Ч4” ци, следовательно, опре- 
деляет чистоту ®. Совокупность ®-делимых модулей 
совпадает с 2. 

Докажем сначала: 
а) Если АВ, g: B>D, KergSAu SSB, To 

8 (АП 5$) =&(А)П 5 ($). 
Действительно, если х = 8 (А) П ($), то х=ав= 

= $6, ге аеА, $е5. Отсюда $5=а-А, где В = 
= Кега < А, т.е. 5 АГ $. Таким образом, с (АП $) = 
= g(A)Ng(S)Sg (ANS). 

Tenlepb 1poOnepHM CipaBeIHBOCTb cBOlcTB U0’ — 44’, 
Действительно, Ч0’ очевидно. Далее, если А=,В и 
В =.С, то В=А+$5, С=В-+Ги ANS, BNTER. 
Ясно, что А+ ($ + Г) =С. Кроме того, 

AN(S+T)+S=(S+T)Q(At+S)= 

Отсюда ={($+7Г)ПВ=$+В ПТ. 

[41 ($ + Г] (АП $) = [АП ($ + Т)] ЧА П ($ + Т)П $] = 
= [АП ($ - Г)+ $]/$ = (В П Т+5)!/5 =(В ПТ) (ВП$ ПТ). 

Поскольку 

ANS, (BN T)KBNSNT) E84, 
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TO AN(S+7)GQ и, следовательно, AS, C. Takum 
образом, свойство Ч]1” имеет место. Пусть теперь 
А=В=С и А<,С. Тогда А+$ =Си ЛП5еЗ. 
Отсюда " 

A+BNS=BN(A+S)=BNC=B 
И 

AN(BNS)=ANS EQ, 

т. с. д=,В, Ч2’ доказано. Для доказательства свой- 
ства Ч3’ допустим, что Ля,В и КФА. Тогда 
В=4А+5$ и АП5$еЭ. Отсюда В!/К = А/К+ ($ + К/К 
и, согласно утверждению а), 

(АКП [$ + К.К = (АП$-+ К/К = 

= (АП$)(АПЗПК)ЕЗ. 

Таким образом, А/К =,В/К. Пусть теперь К= АВ, 
KS,BuA!KS,B/K. Torna A/K + S'K = BiK, K+T=B 
uw (A/K)N(S/K), KN TEM. Otctona 

A+SQT=A4+SQT+K=A4+SN(T+K)=At+S=B. 

Кроме того, применяя а), получаем 

(АПТ К/К = (А! К) П[(Т + К):К=(А!К) П(В/К)=А/К. 

Отсюда, вторично применив а), приходим к соотно- 
шениям 

(АПЗП Г) АП$П ТПК) = (АПЗПТ-+К)/К = 

= [(АПТ- К),К] П ($/К) = (А/К) П ($/К) = 3. 

Посколььу АПЗПТПК=тТПК=е%, из расширяе- 
мости пополнения 0 вытекает, что АП($ ПГ) Е». 
Этим доказано, что А=,В, т.е. установлена спра- 
ведливость свойства Ч4’. Если, далее, А=З и АВ, 
то из соотношений A+B=Bu ANB=AEQ выте- 
кает, что А=,В. Допустим теперь, что модуль А 
®-делим. Тогда АЯ, %(А), т. е. А+5$=у(А) и 
АП$=Я. Отсюда А(АП 5$) = %(4А)!$5. Так как АП 5, 
39 (A)/S GQ, To ASN. 

Предложение (3.13), конечно, не допускает обра- 
щения, ибо даже если ограничиться Г-чистотой, из 
предложения (1.34) видно, что класс Г-делимых мо- 
дулей не всегда замкнут относительно эпиморфных 
образов. Предложение (1.33), правда, позволяет 
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выяснить, когда это так. Однако и после этого не ясно, 
составят ли Г-делимые модули класс инъективных 
объектов моноинъективной структуры (а это необ- 
ходимо, в силу предложения (3.5)). Еще большие 
трудности возникают при проверке плотности полу- 
чивщейся моноинъективной структуры. Полная яс- 
ность имеется лишь в случае @-чистоты, где &-ра- 
дикальный фильтр. 

(3.14) Если все левые идеалы радикального 
фильтра © проекгивны, то класс 2-делимых мо- 
дулей совпадает с классом 09-полных модулей для 
некоторого точного расширяемого пополнения 6. Это 
пополнение аддитивно тогда и только тогда, когда 
все идеалы из ® компактны. 

Для доказательства достаточно принять во вни- 
мание предложения (3.6), (1.55), (1.33), (1.56), (1.58), 
(1.9), (1.35) и (1.36). 

Пополнение, описанное в предложении (3.14), бу- 
дем называть &-пополнением. 

Разумеется, предложение (3.14) можно применить 
для построения пополнений в абелевых группах. 
При этом из (3.1) и (3.4) вытекает, что соответствую- 
щее пополнение определяется фильтром однозначно. 
Кроме того, учитывая (0.3) и свойства (1 и 03, 
нетрудно понять, что система @’ однозначно опре- 
деляется совокупностыо Р+ простых чисел, порож- 
дающих идеалы, входящие в ©. Оказывается, что 
в случае групп никаких других пополнений нет, 

(3.15) Всякое пополнение 0 в категории абеле- 
вых групп является б’-пополнением. При этом 

& = [(2:х)! хе (2) 
и 9-полнота группы А равносильна равенству рА = А 
для всех реР-+. 

Действительно, пусть 0 — некоторое пополнение 
в категории групп. Построим указанную в форму- 
лировке систему идеалов ©’. Если группа А 60-полна, 
то ввиду предложения (3.8) она инъективна относи- 
тельно, 0 (2). Отсюда нетрудно вывести, что рА = А 
для всех реР:;. Учитывая этот факт и вытекаю- 
щее из ПЗ включение $, (й) = Ю, где В — аддитивная 
группа всех рациональных чисел, легко проверить, 
что система © является радикальным фильтром, Со. 
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гласно предложению (3.14), существует &-пополне- 
ние 0’. Ввиду (1.53) класс 60’-полных групп совпа- 
дает с классом групп, в которых возможно деление 
на все р из Рх. В силу отмеченного выше, отсюда 
вытекает, что всякая 9-полная группа 6’-полна. От- 
сюда, учитывая П1, ПЗ и включение Й = (7), по- 
лучаем соотношение 

й =, (7) = + (7) = В. 

Но, в силу сделанного выше замечания о 0’-полных 
группах, из свойства П2 и предложения (3.1) выте- 
кает, что ,(Й) состоит из всех тех дробей, знаме- 

натели которых являются произведениями простых 
чисел из Р‹. Но тогда из определения &легко вы- 
вести, что $5, (7) =3%(7) и 0’(2)=0 (2). Положим, да- 

лее, Р = >» Z. и а= D (20), где 2, = Й. Из пред- 
ложений (3.1), (3.9) и (3.12) вытекает существование 
изоморфизма $: 3, (Р)-> Ц, при чем &0’(Р)ф= 0 (7) д, 

где &: .—>Р и 7: %(7.) —С - естественные моно- 
морфизмы. Обозначим через х естественное вложе- 

ние а в Н= У" (2). Из предложения (3.7) и свой- 
ства ПЗ’ вытекает существование такого мономор- 
физма wb: i9(F) >A, uto 0(Р)%=0’(Р)фу. Пусть 
ла — естественная проекция Н на %(7%). Допустим, 
что хфл, 520 для бесконечного множества @® индек- 
сов а. Найдем такое целое число т, что 052 тх = 
=у0(Р). Пусть т, — естественная проекция Р на 2, 

Найдем такой индекс ие, что ут, =0. Отсюда 

052 тхфла, = и0 (Е) фла, = 0’ (Р) фуло, = 

= 2 (утв) 150’ (Е) фудла, = 2 (утв) 0 (Zp) ]8Х Да, = 

= (Y%q,) 0 (24, Тахла, = 0. 

Полученное противоречие показывает, что 11 ф = ту. 
Поэтому, принимая во внимание предложение (3.1), 
легко понять, что р 14! — изоморфизм (2) на 3», (Ё), 
причем 

9(Р) фу‘ "= 07 (Е) oyx tp = 8’ (F). 
Отсюда, применяя предложение (3.8), нетрудно вы- 
вести, что классы 0-полных и 0’-полных групп 
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совпадают, после чего остается только принять’ во 
внимание предложения (3.1) и (3.4). 

Как отмечено в предложении (3.3), инъективные 
модули, вообще говоря, могут не образовывать класс 
9-полных модулей, так как фактор-модуль инъек- 
тивного модуля не обязан быть инъективным. Есте- 
ственно попытаться рассмотреть класс подинъек- 
тивных модулей. Однако здесь возникают новые ос- 
ложнения. Проанализируем их. Если имеем цепочку 
модулей А= ВС, то подмодуль О модуля С на- 
зовем наростом подмодуля А относительно пары 
(В, С), если ДРПВ=А. Ясно, что среди наростов под- 
модуля А относительно (В, С) существуют макси- 
мальные. Кольцо А назовем наростным, если для 
всякого подмодуля К любого свободного А-модуля РЁ 
найдется такой максимальный нарост Ё подмодуля К 

относительно (Р, Р), где Р— инъективпая оболочка 

модуля Р, что Р\ К=(Ё\К)-+Й, причем Е \ К=Н. 
Пополнение 60 назовем подинзективным, если 

класс 60-полных модулей совпадает с классом под- 
инъективных модулей, а 0(Р) для свободных мо- 
дулей совпадает с естественным вложением модуля Е 

в его инъективную оболочку Р. 
(3.16) Если в категории ЛА-модулей существует 

точное подинъективное пополнение, то Л является 
наростным кольцом. 

Действительно, пусть 0 — точное подинъективное 
пополнение в категории А-модулей. Рассмотрим сво- 
бодный Л-модуль Ё и его подмодуль К. Положим 
В =Р/К и обозначим через } естественный эпимор- 
физм F na В. По определению i9 (F) = F. Tlostomy 
ввиду предложения (3.10) имеем 

F/K =ig(B)i+Ker g/K, 

rie g: F—+3_(B), f0(B)=0(F)g, K=K®(F), i—Mono- 
MopousM u f0(B)i=O6(F)x, rae s—ecrecrseHHbt snn- 

морфизм F на Р/К. Если, далее хе Ker g(} F8(F), 
то х=у0(Ё), где уеР. Отсюда yf 6(B)=y8(F)g = 
= хб = 0, т.е. /=0 ихе К. Следовательно, Ker g — 

нарост подмодуля К относительно (Р0(Р), Р). Если 
x & Ker g, T. e. OF xg = 3, (В), то О5ЕАхе = 50 (В) для 
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некоторых АЕ Л, бе В. Пусть 6 = у}. Ясно, что у ЕЁ К. 
Но 

[ax — y8 (F)] g = 60 (В) — yf0(B) =0. 

Поэтому 

(Лх + Кег &) П Р0(ЁР) + К. 

Таким образом, Ker с — максимальный нарост. Остается 
заметить, что Р6(Р)п= ЕГО (В) 2 = 3 (В). 

Из предложений (3.3) и (3.16) вытекает 
(3.17) Всякое наследственное кольцо является на- 

ростным. 
(3.18) Если А — наростное кольцо, то в категории 

А-модулей существует подинъективное пополнение. 
Для доказательства ввиду предложений (0.8), (0.2) 

и (3.6) достаточно установить, что для каждого ДА-мо- 
дуля А найдется подинъективный модуль О и гомо- 
морфизм [: А—>О такие, что подинъективные мо- 
дули инъективны относительно ри |} плотен в О. 
С этой целью рассмотрим точную последователь- 
НОСТЬ 

0-—>К-—>Е—-А->0, 

где Р-— свободный Л-модуль. Обозначим через Г 
максимальный нарост подмодуля К относительно 

(F, F), указанный в определении наростного кольца. 
Пусть @= FIL ut: Е->О — естественный эпимор- 

физм. Тогда для естественного вложения й Е->Ё 

имеем = nf, roe f: A—>Q7 (рис. 5). Так как Ё — на- 

рост К? относительно (РЁ Р), то [— мономорфизм. 

По условию, F/Ki=(L/Ki) + H, roe Fi/KiS Н. Пусть 

j: H > F/Ki—Monomopouam, _ t: P/Ki— Н — эпимор- 
физм и М=ен. Ясно, что существует такой MOHO- 

морфизм 5’ @-—>Н, что ле’ = gt, где а — естествен- 

ный эпиморфизм Ё на Р/КЕ При этом 10 = 101]. 
Пусть теперь ©’ № и ф: А 0”. Ввиду предложе- 

ния (0.8) лф= фр’, где 1’: Е-> 0’. Если x & Ki, To 
xi’ =0. Следовательно, \’= ой, где h: F/Ki>Q’. 
Положив p= g’jh, nowyyHM 

spp = ing’ jh =totjh =igh = ip’ = 19, 
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откуда ф=/4ф. Таким образом, [е<$. Заметим; что 
Qe Q. Если О=Ехе О, то х= ил, где у 6 Г. Поэтому 
найдутся такие ЛЕЛ и ге Г, что Ayt+z2eEFi\ Ki. 
Отсюда Лу-+2=ш, где цЕР\Ки 

Ax = (Ay) & = (Ay + 2)% = uit = unf 0. 

Tak kak Ax =unf © Imf, to noqmonyab Im f naoren BQ. 

— „Е 

|. г 

      

Рис. 5. 

Примером наростного кольца служит алгебра Л 
над полем из двух элемеитов с базой 1, в, д, где 
| единица и =? = 6? =26 =дв=0. Действительно, не- 

трудно проверить, что инъективной оболочкой Л мо- 
дуля А является модуль с образующими а, БВ, с, 
где 6 =6а, 66 =0, бе =ева, гс =0. Нетрудно прове- 

рить также, что eA, 6AGA. Пусть Р= У Ль, где 
Ла = А. Поскольку Л-— нетерово кольцо, прямая 

сумма » Л. инъективна ( [6], стр. 34, упражнение 8). 
~  ^ ~ 

Отсюда ЁР= », Ла и, следовательно, АР <= Ё для вся- 
кого необратимого элемента А из Л. Пусть теперь 
К — нодмодуль модуля Ри Ё — максимальный нарост 

подмодуля К относительно (РЁ, Г). Обозначим через х 

естественный эпиморфизм F на Е/К. Ясно, что 
(Е)Пл(Г.) =0. Пусть Н — максимальный подмодуль 

модуля. Р/К, содержащийл (Р)и имеющий нулевое пере- 
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сечение с л(). Если x EG a(F)\ [x(L)+ HA], ro OF AX+ 
+а= я (Е), где АеЕЛ, ае=Н, причем А необратим. 
Но тогда Ах ел(Р) = Н, т. е. Ах +а= НП л(Г)). Про- 
тиворечие. Таким образом, я(Р)=л(Г)+Н, причем 
п(Р) =Н, т. е. А — наростное кольцо. Заметим еще, 
что Л — локальное кольцо. Поэтому каждый проек- 
тивный А-модуль свободен ([131], теорема 2). Сле- 
довательно, в Л нет нетривиальных проективных 
идеалов. Поэтому Л не наследственно. Кроме того, 
из предложения (1.34) вытекает, что подинъективное 
пополнение не является & -пополнением. 

Заметим, что наростных колец не слишком много. 
Кильи [11] доказал, что коммутативное кольцо с од- 
нозначным разложением на множители наростно 
тогда и только тогда, когда оно наследственно. 

Так как класс делимых групп совпадает с классом ииъек- 
тивиых @-модулей ([6], стр. 172, предложение 5.1), то для обоб- 
щения поиятия делимости открываются два направления. Одним 
нз иих является введение понятия $-делимости, спецнально рас- 
сматривавшейся Гельцером [110], Хилтои и Яхья [115] изучали 
*.делимые группы. Согласио предложеиию (1.53), особо близкое 
обобщение поиятия делимости в группах получается, если си- 
стема $ состоит из главиых левых идеалов. Случай, когда % 
состоит из всех таких идеалов, исследовал Хаттори [104]. 
Леви [147] запимался случаем, когда * состоит из главиых 
левых идеалов, порождеиных иеделителями иуля. Условимся 
называть модули из соответствующих %-делимых классов 
модулями, делимыми в смысле Хаттори и делимыми в смысле 
Левь соответственио. Модули, делимые в смысле Леви, исполь- 
зовал Левич [18]. Из (1.53) (а также из (1.33) ) сразу следует, 
что класс модулей, делимых в смысле Леви, замкиут отиоси- 
тельио эпиморфных образов. Из предложений (1.33) и (1.34) 
вытекает, что для класса модулей, делимых в смысле Хаттори, 
это имеет место тогда и только тогда. когда все главиые левые 
идеалы кольца А проективны. Отсюда видно, что в общем слу- 
чае класс модулей, делимых в смысле Хаттори, существенио 
уже класса модулей, делимых в смысле Леви. Для кольца без 
делителей иуля эти определения, разумеется, совпадают. Одиако 
и класс модулей, делимых в смысле Леви, ие обязан совпадать 
с классом 0-полиых модулей для какого-либо пополиеиия 0. 
Действительно, рассмотрим коммутативное кольцо миогочленов 
Р [х, у, #] от трех перемеииых иад полем Р и обозиачим через ® 
множество миогочлеиов из Р [х, у, 21|, отличных от коистаит и 
не делящихся иа х. Пусть А’=Р [х, у, 2, и; Fe £2] и Н — идеал 

в Л’, порождениый элемеитами и ЕЁ Hip Up. Положим Л = А//Н. 

(а) Если ф- неделитель нуля из А, то существуют такие 
ЕР, фЕЛит> 0, что фф =ох" +Н. 
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Действительно, пусть ф = х”ф, + ф2+Н, где 9, & P [x, y, 2], 
ф.о = > AU ps 9 EN » no Eom Ф, РР, то 

Fe 

ф (и, +H) = x" Qty, + Pollo, + A = 0. 

Если ф,=0, то @(uz,+H)=q.u,+H=0. Таким образом, 
05-ф, ЕР. Но тогда 

$ ("$ — Ф+Н) = yx?" + Н. 

6) Если хф=0в Л, то ф=0. 

Действительно, если хф=0 в Аи =, + > App, +H, 

re 9, & Р [х, у, 2] и de е А”, то в А’ имеет место 

xp, + > ХА Ир = >» Ppl pF + >» Vig pllg: 

где Ир = P [x, y, 2], Veg © A’. Отсюда xp, = 0, а зиачит, ф, = 0. 

Полагая х=0, получаем 

о ВЕРЕ + 3D Ve gltpg = 0. 
Отсюда пе = Ус =0. Но тогда ИЕ = ИЕ И Урб = ХУЕС» a 3Ha- 

чит, > App = > [pul pF + > Vigltplg Ed, 

Из (а) и (6), в силу (1.53), следует 
(в) Л-модуль А делим в смысле Леви тогда и только тогда, 

когда хА = А. - 
(г) Если Ф-+ уф = > Au, ифие зависит от у, то ф = Уи. 

Действительно, из условия вытекает, что в А” справедливо 
равенство 

ф-+уф = Dept mn 
где En eA’ Выбрав из всех Ев члены, ие зависящие от у, 

придем к искомому соотиошению. 
Пусть А— А-модуль с образующими е, е, ..., причем 

хе, = уе = Zep =U pe =O для всех Ре, а при {> 0 уе, =0, 
хе. =е_„ ие, =0, если Ре. Перемеиив роли у и 2, 
получим модуль 4’. Из (в) следует 

(д) Ан А’ делимы в смысле Леви. 
Пусть В - А-модуль с образующим ее, причем хе’ = уе == 

= 2е. =и-е =0 при Ее 9. Конечио, можио считать, что В = А 
и Во А". 

(e) Если аж А и га=0, то ае В. 
Действительно, пусть а = Ле\АКЮя-1. Представим а в форме 

a= Gen где фе Ах иф не зависит от у. Допустим, что п520. 
Тогда в свободиом А-модуле имеет место 

2фел = Фохеь + Ф, (хе, — 6) + ... +Фа (хет — ет-,) + 
1 1 

+ Уфе, + 720+ У» ЖХФире, 
>05 So po 

причем можио считать YTO men, a, We 3aBHCAT OT y. 
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4 
Поскольку Н = >, Ли р. Отсюда вытекает, что элементы 

ХФт + Уфт, ХФт- — Фт + Фт-Ш, -..› ХФл+ь— Фи + Уфл+ь АФЛ — 
д 

— фл: — Уф, —2ф лежат в >, Ли‚. Применяя (г), последова- 
1 oe 

‘ 2 тельно получим, что в > Аир лежат элементы хф„, х2Ф„_,... 

тп mn / 
4... Хх” Dyat, X (хф,—2$). Переходя к равенству в кольце А 
и собирая в ф, и коэффициеитах при и ‚ члены, зависящие от 2, 

нетрудно убедиться, что pa exert! +S nypttp. Но тогда 

а = фед = &х" Мер! Е Аел_1, вопреки условию. 
Допустим теперь, что класс А-модулей, делимых в смысле 

Леви, 9-полон для некоторого пополнения 0. Пусть D = $, (8). 

Согласно (д) и свойствам Пи ПЗ существуют мономорфизмы 
fj: D+>A uf’: Р-> А”, тождественные на В. Так как хВ =0=2 В, 
то п [РэёВ. Пусть а’=1т В, причем a’=f' (d’), roe d’ED. 
Тогда га’=0, так как 2А’=0. Отсюда 24’==0, т.е. 2} (4) ={ (24”)=0. 
Из (е) следует, что }(4’)еВ, а значит, 4’еВ. Но тогда a’ = 
= {р (4’)еВ. Противоречие. 

Если некоторая полнота 9 задана свойствами, пе исполь- 
зующими специфику кольца, то естествеиио постараться выяс- 
нить, для каких колец все 9-полиые модули окажутся ииектив- 
пыми или подинъективными. 

То же самое можио спросить и о модулях, полиых в смысле 
Леви или Хаттори. 

Взаимоотношение между инъективиостью и делимостью 
в смысле Леви исследовано для случая, когда основное кольцо А. 
обладает двусторонним кольном частных О ([147], стр. 141, 
теорсма 3.4). Оказалось, что в этом случае для инъективиости 
каждого делнмого в смысле Леви Л-модуля исобходима и до- 
статочна классическая полупростота кольца © и левая иаслед- 
ствеииость кольца А. При выполиеиии этих условий кольцо A 
является нетеровым слева. Матлис ([158], теорема 3.3) доказал 
подинЪъективиость всякого делимого в смысле Леви А-модуля 
для случая, когда А—нетерова коммутативная область целост- 
иости и всякий ее неиулевой простой идеал максималеп. Гель- 
цер ([110], стр. 913, теорема 6.1) установил, чт ииъективность 
всех Л-модулей, делимых в смысле Хаттори, имеет место тогда 
и только тогда, когда А наследственио слева и истерово слева. 
Он же указал условия, при которых оказываетея инъективпым 
всякий делнмый в смысле Леви т,-полупростой модуль. Еслн 

кольцо А обладает левым кольцом частиых @, то, как показал 
Леви ([147], стр. 140, теорема 3.3), ниъективность всех +.-полу- 
простых делимых в смысле Леви модулей равиосильиа клас- 
сической полупростоте кольца ©. 

Можно ставить задачу и о взаимоотиошениях между клас- 
сами $-делимых и %-инъективных модулей. 

Делимые группы изучены довольно хороно. Известно описа- 
иие их строения ([в], стр. 149). Леви [147] обобщил эту теорему 
Ha случай наследственного слева кольца, обладающего классн- 
чесхим полупростым двусторониим кольцом частных, Частный 
случай его результата содержится в работе Попеску н Радо [174]. 
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Делимая группа обладает рядом характеристических свойств. 
Именно, Длаб [69], Кертес [134] и Селе [201] (см. также [и] 
стр. 67, упражнение 2; стр. 69, упражнение 32) установили экви- 
валентность следующих свойств группы А: 

1) А-— делимая группа; 
2) группа А не содержит истиипых максимальных подгрупп; 
3) группа А не имеет конечных ненпулевых эпиморфных 

образов; 
4) группа А не содержит таких подгруппы Н =-А и элемента 

а, что Н+ба=А; 
5) группа А служит эндоморфным образом для всякой 

группы, в которой она содержится; 
6) А служит прямым слагаемым для всякой содержащей 

ее группы, Для которой она служит эндоморфным образом. 
Интересно найти обобщение этого результата. 
Интересна также связь делимых групп со слабой сервантно- 

стью ([и], стр. 92, предложение #): если А — минимальная дели- 
мая группа, содержащая заданную группу А, то подгруппа М 
группы А слабо-сервантна в А тогда и только тогда, когда М= 
= АПД для некоторой делимой подгруппы О группы А. Рангас- 
вами [180] рассматривал вопрос, когда утверждение, аналогич- 
иое этому предложению, справедливо для иекоторой (ие обяза- 
тельио минимальной) делимой группы, содержащей А. Одиако 
в его работе есть ошибки (см. РЖ Мат., 1966, 2А228). 

Помимо перечислениых, в литературе встречается и ряд 
других поиятий, иапомииающих полиоту: квазиниъективиость 
([10], [54], [80], [100], [129], [163], [183], [215]), малоииъектив- 
ность ([2], м рациональиое расширение ( [42] ), модули част- 
ных ([з], [5], [6], [49], [79], [203], [227], [225], [226]). Одиако 
все эти понятия в случае абелевых групп ие приводят к попол- 
неииям, онисаииым предложением (3.15). 

Остаиовимся еще иа одной задаче, связаииой с пополие- 
иием. Известно, что при иекоторых условиях ииъективную обо- 
лочку кольца можио превратить в кольцо ([144}, [171]), которое 
иногда совпадаетс левым кольцом частиых. Аиалогичной зада- 
чей для %-пополнения занимался Саидерсои [192]. Построеиие 
кольца частных с использованием так иазываемых регуляриых 
инъективиых структур предложил Мараида ([154], $ 5). 

С делимыми группами связаиа также следующая проблема: 
когда подгруппа делимой группы является пересечением дели- 
мых подгрупп этой группы ([и], проблема 2)? Поставленииый 
вопрос сохраияет смысл для любых 9-пополиеиий. Для групп 
ответ получеи Кхаббазом [133], Шарлем [55] и Раигасвами [182]. 
Одиако найдеииое ими описание использует специфику кольца 
целых чисел. Результат Кхаббаза выведеи из теоремы, более 
перспективиой для возможного обобщеиия.



ДОБАВЛЕНИЕ 

Д1. Андрунакиевич и Рябухии [220] охарактеризовали коль- 
ца, в категории модулей над которыми существуют лишь трн- 
виальиые радикалы. 

Д2. На стр. 94 отмечалось, что раднкал можно рассматри- 
вать как подфунктор тождествеиного фуиктора. Производиые 
этого функтора рассматривал Говоров [221], а еще раньше — 
Диксон [68]. 

‚ДЗ. Фильдхауз [82], [228] установил, что регулярность коль- 
ца Л равиосильна TOMY, что все подмодули любого Л-модуля 
универсально чисты в нем. Кольца, не содержащие иетривиаль- 
ных универсально чистых левых идеалов, рассмотрены в другой 
его заметке [229]. Раигасвами [244] доказал, что кольцо эндо- 
морфизмов абелевой группы регулярно тогда и только тогда, 
когда ядра и образы всех ее эндоморфизмов являются ретрак- 
тами, Он же отметил, что кольцо эндоморфизмов аддитивной 
группы регулярного кольца не всегда регулярно. -` 

Д4. Като [236] отметил, что слабо-сервантность всех под- 
групп группы С равносильна тому, что порядки элемеитов груп- 
пы С свободны от квадратов. Последнее, как показал Кертес 
([и]: стр. 94, упражнение 27а), равиосильио тому, что все под- 
группы С являются ретрактами. Рангасвами [244] исследозал 
группы, в которых образ любого эндоморфизма слабо-сервантен 
или серваитеи, Ои же (см. [243]) охарактеризовал группы, в ко- 
торых всякая слабо-серваитная подгрунпа является абсолютным 
прямым слагаемым., В той же работе рассматривается класс 
групп, в которых сервантна данная группа. Мията [239] пока- 
зал, что универсально чистый конечно-порождеиный модуль пад 
коммутативным иетеровым кольцом является ретрактом. 

Д5. Зафиксируем некоторую группу W и положим Hy=A u 
Н:+=Нот(Н‹, №). Группа А называется -периодической, если 
а Нот (А, И) =0 влечет за собой а=@ и Н.=Н!:-. для некото- 
ых Гг—>0 и $—>1. Эта периодичность исследуется в работах Грос- 

са [233]—[235] и Лювена [238]. 
Дб. Нунке [240] рассматривал на категории групп функтор 

$(А)=1п (Нош(ьед)), где 0-> 2—->б>Н->0— данная точная 
последовательность а затем определял чистоту ®, полагая 
«Ех{=$ Ех{ (см. предложение (1.4)). Этот аппарат позволил 
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охарактеризовать прямые суммы редуцированных счетиых р- 
групп. 

Д7. Ричман и Уокер [245] отметнли возможность определе- 
HHA для групп чистот, указаииых в предложении (1.20). Если 

Ho = 5%, где 3 — класс всех периодических групп, то класс ре- 
дуцированных ®-инъективиых групп совпадает с классом реду- 
цированцных копернодических групп. 

A8. Голди [230] предложил следующее определение: если 
А — подмодуль модуля В, то 

с1вА= {516 = В, (А:В) плотеи в 4}, 

Позже [97] он обобщил это определение, заменив слова «(А ; В) 
плотен в A» wa «(A:6) GY, где + — иекоторое множество ле- 
вых идеалов». Алии н Диксои ([224], стр. 199, предложение 
(2.1)) устаиовили, что фуиктор т (А) =с1Ас!^0 является круче- 
ннем — кричением Голди. Далее, положим 

6’ = {1 |v (A/1) =A/l} 

и обозиачим через $ радикальный фильтр, описанпый в пред- 
ложеиии (0.5). Пусть Ге’, оеё/ и А — смежный класс из АЛ, 
определяемый элементом А Л. Еели (Г:0) плотеи в A, TO 
(Г:10) плотеи в Л, причем 1921. В противном случае ЛыП 
Й (Г:0) =0 для uexotoporo Oped. Поскольку (10:0) пло- 

теи в A, существует 05 сеЛу [] (<10:р). Следовательно, с 
(Г: р). Но орее1 0, т. е. (08) плотеи в А. Таким образом, 

8’ =. Если, наоборот, Г=$, р [ и 05реАЛ, то при ире=/ 
имеем рр=0ес10, т. е. де (10:6) Если же po €/, 70 (0: 
: орр) = (Г: сир) плотен в Л для некоторого 662 (Г: ро). От- 
сюда Oppe/ и, следовательно, 05=сиеАи [| (10:6). Этим до- 
казано, что (10:6) плотен в А, т. е.рес 10. Таким образом, 
% =”, и, согласио предложению (2.16), радикалу Голдн соот- 
ветствует радикальный фильтр, указаниый в предложении (0.5). 

“~~ 

Алин и Диксои рассмотрели функтор Gold A= (A/r(A))/(A/t(A)), 

где через В обозначена инъективная оболочка модуля В. Если 
Gold A=0 для всех А, то кручение Голди оказывается расщеп- 
ляемым ([224], стр. 201, следствие 3.3). Доказано также, что 
точная последовательность 0->А->В>С->0 порождает точ- 
ную последовательность 

0 —r (A) > т (В) ->т* (С) -> Gold A > Gold B > Gold C>0 

([224], стр. 198, теорема 1.2). Тепли [246] выяснил, когда оказы- 
вается ипъективной прямая сумма инъективных модулей с ну- 
левым кручением Голди. 

Л9. Цукерман доказала, что модули без кручения в смысле 
Басса образуют Т-полупростой класс для некоторого кручения 

т тогда и только тогда, когда для всякого мономорфизма 
{: А->В и любого ненулевого гомоморфизма ф: А->А пай- 
дутся эпдоморфизм р: А-> Л и гомоморфизм ф: В -> Л такие, что 
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фр==0 и ограпичение ф на А совпадает с фр. Как показали У, 
Мохицукн и Джанс [247], для артиновых колец это условие рав- 
носильно MPOCKTHBHOCTH инъективной оболочки кольца. Като 
[237] и Колби и Раттер [250] исследовали, когда ниъективная 
оболочка модуля без кручения в смысле Басса также -не имеет 
кручения. Из их результатов вытекает, в частности, что усло- 
вия Цукерман равносильны отсутствию кручения в смысле Бас- 
са у ипъективной оболочки кольца (ср. 2.29). Этот факт заме- 
тила и сама Цукерман. Стефенсон и Цукерман отметили, что 
нолупростота класса просктивных модулей (см. стр. 105) вле- 
чет за собой проективность всех модулей без кручения в смыс- 
ле Басса. Они же показали, что для полупростоты класса проек- 
тивных модулей достаточно первых двух условий, указанных 
Койфманом. 

Д10. Пусть А — коновское кольцо (ее {4еа! гпё) (РЖ Мат., 
1965 4А226). Тогда для каждого Л-модуля М можно пайти точ- 
ную последовательность вида 

0—7 Л? М -> 0, 

roe ЛГ— Л-модуль {-мерных строк. Полагаем y%(M)=m—n. 
Кон [249] назвал модуль М периодическим, если Х (М) =ди 
х (М’) >0 для всех подмодулей М’ = М. В случае коммутатив- 
ных областей главных ндеалов это определение совпадает 
с обычным. Доказывается, что категория всех периодических 
модулей абелева, артинова н нетерова. Отмечается, что функтор 

M -> Ext) (M, А) осуществляет двойствениость между катего- 

риямн правых и левых периодических Л-модулей. 
Д11. Некоторые результаты о радикалах в категории моду- 

лей пад кольцом без единицы анонсировал Келлет [252].



ОТКРЫТЫЕ ВОПРОСЫ 

1. Справедливы ли предложения (1.15) и (1.10) 
для прямых и полных прямых сумм с бесконечным 
числом слагаемых соответственно? Если нет, то ка- 
кие свойства чистоты или кольца обеспечивают их 
справедливость? Обратить внимание на предложения 

(1.39) и (1.32). 

Рохлииа заметила, что прямая сумма любого числа ®-пло- 
ских модулей будет ®-плоским модулем, если объединение возра- 
стающей последовательиости ®-чистых подмодулей всегда являет- 
ся ®-цистым подмолулем. Это может быть выведено из (1.1) и (1.12). 

2. Описать все чистоты в абелевых группах. 
3. Какие свойства следует добавить к Ч0—Ч4, 

чтобы соответствующая чистота в случае групп ока- 
залась @-чистотой? 

4. Обобщить результаты Фукса ([85], [87]), указан- 
ные на стр. 28. 

5. Обобщить на модули теорему об алгебраиче- 

ской компактности группы yay A;) (ce. cTp. 29; 
[90], проблема 2). 

6. Нельзя ли применить к исследованию ®-инъек- 
тивных модулей топологические методы (см. [90], 
проблема 1)? 

7. При каких условиях чистоты, определенные 
в предложениях (1.16) и (1.20), являются котреуголь- 
ной и треугольной соответственно? 

8. Для каких систем Г Г-чистота оказывается 
инъективно замкнутой? инъективной? проективной? 
(см. предложения (1.29), (1.49), (1.51)). 

9. Нельзя ли всякий ю-плоский (в частности, 
Г-плоский) модуль получить как предел прямого 
спектра ®-проективных (Г-проективных) (см. стр. 36)? 

10. При каких условиях фактор-модуль ®-дели- 
мого модуля по ®-чистому подмодулю ®-делим? 
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Тот же вопрос’для Г-чистоты и @-чистоты (см. (1.33), 
(1.34) и стр. 33). 

11. При каких условиях всякий ®-чистый подмо- 
дуль ®-плоского модуля является ®-плоским?_Тот же 
вопрос для Г-чистоты и @-чистоты (см. (1.40), (1.41) 
и стр. 33). 

12. Исследовать взаимоотношение между ®-инъек- 
тивностью и ®-делимостью (см. предложение (1.46) и 
стр. 127—130). 

13. Справедливо ли утверждение, обратное пред- 
ложению (1.55)? 

14. Исследовать ®-инъективные кольца (в част- 
ности, Г-инъективные и б°-инъективные). 

15. При каких условиях всякий ®-чистый подмо- 
дуль данного модуля выделяется прямым слагаемым 
(см. стр. 67, 79, 80, а также Д4)? 

16. Не будет ли @-чистота совпадать с Г-чистотой 
для некоторой системы Г? 

17. При каком выборе идеалов Зл и №) отноше- 
ния <«з и <? обладают свойствами Ч0’—Ч4” (см. 
стр. 75—76)? 

18. Не будет ли отношение Go, обладать свой- 
ством Ч4’ для произвольной чистоты (см. предложе- 
ние (1.68) )? 

19. Для каких чистот ® класс Эк» состоит только 
из ретракций? 

20. Охарактеризовать ®-проективные и ®-инъек- 
тивные группы, если ®— сервантно-высокая или слабо- 
сервантно-высокая чистота (см. стр. 78—79). 

21. Исследовать ®-чистые оболочки (см. стр. 130). 
22. При каких условиях все подмодули данного 

модуля ®-чисты в нем (см. стр. 80, а также Д4)? 
23. Исследовать взаимоотношение между о-чи- 

стыми подмодулями модуля А и идеалами кольца 
Homa(A, 4), в частности для сервантной чистоты 
(см. стр. 80; [90], стр. 31, проблема 34). 

24. При каких условиях оказываются кручениями 
радикалы, описанные в (2.32) (2.33) и на стр. 105? 

25. Описать те чистоты ® в категории абелевых 
групп, для которых класс ®-плоских групп совпа- 
дает с классом т-полупростых групп для данного 
кручения + (см. предложения (2.15), (2.29) и (2.30), 
а также стр. 104). 
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26. Для каких колец являются полупростыми 
классы локально проективных и локально свободных 
модулей (см. стр. 105)? 

27. В каких случаях инъективен радикал инъек- 
тивного модуля? 

28. Пре каких условиях т-периодический т-копе- 
риодический модуль оказывается &”-инъективным (см. 
стр. 97)? 

29. Существенно ли в предложении (2.21) пред- 
ложение, что 1(Л):= 0? 

30. Будет ли справедливо равенство Ех (А, В)=0, 

если А -—т-бэровский, а В — произвольный А-модули? 
31. Дать описание т-бэровских групп (см. стр. 100; 

[и], стр. 203, проблема 30). 
32. Охарактеризовать Л-модули, удовлетворяющие 

соотношению ЕхЁ (А, Л)=0, в частности для Л=й 

(см. стр. 100: проблема Уайтхеда). 
33. Существенна ли инъективная замкнутость чи- 

стоты © для справедливости включения $, = ®, 
в предложении (2.30)? 

34. Существенна ли конечная порожденность мо- 
дуля Ра во втором утверждении предложения (2.31)? 
Нельзя ли придать этому предложению форму, 
не предполагающую проекционную конечность (4. 

35. При каких условиях функтор с (А) = Ker (p@e,), 
где ф— гомоморфизм в обобщенное кольцо частных 
(см. [5] и предложение (2.36)) является радикалом 
(и, в частности, кручением)? 

36. Будет ли всегда полупростым класс $, рас- 
смотренный Плезантом (см. стр. 110)? 

37. Какие свойства :-полупростого и т-радикаль- 
ного класса равносильны расщепляемости кручения vt? 

38. Какими свойствами обладает кольцо, в кото- 
ром расщепляется кручение, определяемое данным 
радикальным фильтром 6’ (в частности, для ради- 
кальных фильтров, указанных в предложении (0.5) 
и (0.6))? Те же вопросы сохраняют смысл для 
расщепляемости всех конечно-порожденных моду- 
лей (см. стр. 110—112, а также Д] и Д8). 

39. При каких условиях т-расщепляем гсякий 
@-делимый модуль, где @-раликальный фильтр, со- 
ответствующий кручепию 1? 
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Заметим, что в случае групп соответствующее расщепление 
имеет место всегда. 

40. Обобщить на случай модулей критерии рас- 
щепления, упомянутые на стр. 111—112. 

41. Охарактеризовать кольца, над которыми класс 
модулей без кручения в смысле Басса является 
полупростым (см. (2.39), а также Д9)? 

42. Существуют ли неточные и неправильные по- 
полнения? 

43. Охарактеризовать класс 0-полных модулей 
(ср. предложения (2.10), (2.12)). 

44, Найти характеризации 9-полных модулей, ана- 
логичные перечисленным на стр. 130. Тот же вопрос 
для ®-делимых модулей, в частности для @’-дели- 
МЫХ. 

45. Охарактеризовать класс 9-редуцированных мо- 
дулей. 

46. Определяется ли полнота 69 классом 0-реду- 
цированных модулей? 

47. При каких условиях радикал, указанный 
в предложении (3.11), оказывается кручением? 

48. Описать все чистоты ® в категории групп, 
для которых класс ®-делимых групп совпадает с клас- 
сом @-полных групи для данного пополнения 0 (см. 
предложения (3.13) и (3.15)). 

49. Описать наростные кольца, отличные от на- 
следственпых. 

“50. При каких условиях класс модулей, делимых 
в смысле Леви, совпадает с классом 0-полных мо- 
дулей для некоторого пополнения 0? 

51. Для каких колец всякий модуль, делимый 
в смысле Леви (соответственно в смысле Хаттори), 
подинъективен (см. стр. 127—129)? 

52. Какие условия надо наложить на кольцо Ли 
пополнение 0 для того, чтобы А-модуль 39(A) можно 
было бы превратить в кольцо с сохранением мо- 
дульных операций (см. стр. 130)? 

53. Для каких пополнений 0 отношение 

[А = „В]<>[А = В П3ь(А) в (В) 
определяет чистоту (см. стр. 180)? 

10 А. П. Мишина, Л. А. Скорняков 187
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